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Préface

Le choix de 'enseignement de I’automatique échantillonnée dés la premiere année se fonde sur la constata-
tion que la majorité d’entre vous ont acquis les bases de 'automatique linéaire continue pendant les classes
préparatoires. Celles et ceux pour qui cette hypothese est fausse auront un peu de travail personnel supplémentaire
a fournir. Les enseignants sont 1a pour vous aider, n’hésitez pas a poser des questions. Par ailleurs, la bibliotheque
posséde quelques ouvrages de qualité tels que [1] et [2] sans oublier les techniques de I'ingénieur, accessibles en
ligne au sein de 1’école.

Ce polycopié! n’est guére quun document vous épargnant la recopie de formules, la présence en cours est
indispensable. Enfin, je ne saurai que trop vous conseiller de lire d’autres ouvrages traitant du méme sujet,
notamment [3], [4], [5] ou [6] (vous noterez une étrange ressemblance avec ce dernier ouvrage, ¢’était mon prof!).
Il existe aussi quelques ouvrages au format PDF disponibles gratuitement sur internet ([7], [8], [9], [10], [11])
que je vous conseille vivement de télécharger afin d’avoir une deuxieéme version des faits.

Le cours est organisé sous la forme de 6 legons aussi indépendantes que possible. Des rappels des notions utiles
pour la compréhension de la legon seront faits au début de chaque séance, néanmoins une relecture des notes
de cours (15mn) est indispensable.

L’homme de science le sait bien, lui, que seule la
science, a pu, au fil des siécles, lui apporter I’horloge
pointeuse et le parcmétre automatique sans lesquels
il n’est pas de bonheur terrestre possible.

Pierre Desproges
Extrait de Vivons heureux en attendant la mort

Peut-on, dans la vie, triper sur quoi que ce Soit,
sans se faire un peu chier pour l'apprendre ?

Pierre Foglia

1. Ce cours est rédigé avec INTEX, les transparents sont faits avec I4TEXet le package Beamer. Les courbes sont le plus souvent
tracées avec Matlab © et les dessins sont fait avec Draw de Open Office, Inkscape, les packages PGF et TIKZ ou Matlab.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Définition

L’automatique est la science qui traite de l'analyse et de la commande des systemes dynamiques évoluant
avec le temps. En d’autres mots de 'automatisation de taches par des machines fonctionnant sans intervention
humaine.

Wikipédia

C’est une partie d’'un ensemble plus vaste nommé cybernétique. Définie en 1947 par Norbert Wienner, la
cybernétique est la base de la robotique, de I'automatique, de l'intelligence artificielle et de la théorie de
I’information.

1.2 Exemples d’asservissements

1.2.1 Historique

L’histoire de 'automatique démarre sans doute des la préhistoire. En effet, le masque du sorcier préhistorique
est une premiere tentative de donner une vie propre a un objet inanimé.

Le systeme souvent cité comme étant la premiere réalisation d'un correcteur automatique est la clepsydre de
Ktesibios (-270 av. J.C) (figure 1.1). Afin d’améliorer le principe de 'horloge & eau, Ktesibios introduit un
réservoir supplémentaire dans lequel le volume de liquide reste constant grace a un flotteur qui ferme ’entrée
du réservoir lorsque celui-ci est trop plein. En gros, c’est une chasse d’eau moderne.

FIGURE 1.1 — Clepsydre de Ktesibios (-270 av. J.C., Alexandrie).

L’horloge, des siecles plus tard, est encore un moteur de découvertes dans le domaine de l'automatique.
L’échappement a ancre n’est guéere qu’'un stabilisateur de fréquence. Les développements de 'horloge conduisent
alors a la création d’automates extrémement compliqués. Citons, a titre d’exemple, le canard de Vaucanson
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(1709-1782) (figure 1.2) qui pouvait boire, se nourrir, caqueter, nager, ”digérer” et déféquer. L’idée de la pro-
grammation est née a peu pres a la méme époque. En 1728, Jean-Philippe Falcon crée le premier métier a tisser
programmable par cartons perforés. Vaucanson réalise un métier a tisser programmé en 1745, et en 1801 le
célebre métier a tisser automatique programmable de Joseph-Marie Jacquard.

HSCnESHVInSC Tl

FIGURE 1.4 — Cartes perforées, le début de la pro-
FIGURE 1.3 — Métier a tisser programmable. grammation.

A la méme époque d’autres systémes voient le jour, poussés par la révolution industrielle qui est en marche.
Denis Papin développe la soupape de sécurité (figure 1.5) pour les systémes fonctionnant & la vapeur et James
Watt invente le régulateur de vitesse & boule (figure 1.6).
Les réalisations précédentes ne manquent pas d’ingéniosité, néanmoins il faudra attendre 'arrivée de I’électricité
puis de I’électronique pour voir apparaitre les premiers correcteurs en tant que tels. Enfin, le développement
des microprocesseurs puis celui des microcontroleurs permet aujourd’hui de mettre en ceuvre des principes de
commande tres élaborés, notamment :

e les commandes robustes

e l'identification en ligne

e la commande de systemes non linéaires

e la commande prédictive

o ...
qui sortent du cadre de ce cours.
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i

FIGURE 1.5 — Soupape de sécurité de Denis Papin
(~ 1679). FIGURE 1.6 — Régulateur de vitesse de Watt (1788).

Les figures 1.7 et 1.8 représentent deux exemples de stabilisation de systéemes instables, les figures 1.9 et 1.10
représentent quant a elles deux exemples de systéemes instables pour lesquels le correcteur n’a rien pu faire.
Dans les deux cas, le correcteur n’y est pour rien. Une erreur humaine et une erreur de conception sont a
lorigine des deux ”problemes”.

FIGURE 1.7 — Fusée Ariane (ESA). FIGURE 1.8 — Avion de combat Rafale (Dassault).
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[

FIGURE 1.9 — Fusée Ariane (ESA). FIGURE 1.10 — Centrale électrique de Tchernobyl.

Retenez encore qu’aujourd’hui sur 100 systemes méritant d’étre asservis :
e 10 le sont effectivement,
e mais 9 sont mal asservis.
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1.3 Mise en ceuvre des asservissements numeériques

Le schéma général d’un asservissement analogique est représenté en figure 1.11, sa transposition en commande
numérique est représentée en figure 1.12.

s 3 S

E S
(p) o @) | e | (p)
H(p)
Correcteur Systéme

FI1GURE 1.11 — Systéme asservi linéaire continu.

(

- 6w FS(L |

Systéme

|

E(z) 0 I c(2) }—»{ CNA }:

Correcteur numérique

|

Toan |-

L J

- 1) [—

. Capteur

Partie numérique Systeme

FIGURE 1.12 — Systeme asservi linéaire échantillonné. (Ne cherchez pas les boites CAN et CNA sous simulink, elles
n’existent pas! CAN est intrinséque en passant de continu & échantillonné, CNA s’appelle en fait ZOH pour ”Zero Order Hold”.)

Les avantages de ’asservissement numérique sont nombreux, en voici quelques uns.

e Réalisation aisée de régulateurs complexes, lois de commande raffinées.

e Facilité de mise en ceoeuvre de commandes anticipatrices (compensation par rapport a la consigne ou a
certaines perturbations).

e Mise en ceuvre d’algorithmes de régulation sans équivalent analogique.

e Insensibilité de la caractéristique entrée-sortie du régulateur aux parasites, aux variations de température,
au vieillissement, etc.

e Pas de dispersion des parametres du régulateur en cas de fabrication en série.

Prise en compte de défauts, des limites et comportements particuliers du systeme a régler (non linéarités,

saturations) par simple programmation.

Linéarisation autour d’un point de fonctionnement ajustable.

Générateur de trajectoires intégré.

Changement de correcteur souple et rapide.

Interface utilisateur conviviale.

Plusieurs systemes corrigés par un seul microprocesseur.

Il y a aussi quelques inconvénients qu’il convient de connaitre pour mieux les contourner. Notamment [’'observa-
tion discontinue de la grandeur réglée, le systéeme est en boucle ouverte entre deux instants d’échantillonnage.
Sans précautions particulieres, le bouclage numérique insere des non linéarités dans la boucle de régulation
dues :

e a la quantification des convertisseurs,

e & la précision de calcul finie du microprocesseur,

e au procédé d’échantillonnage (recouvrement spectral).
Ces non linéarités peuvent avoir un effet déstabilisant (cycles limites) et introduisent des bruits supplémentaires,
voire des battements. Un autre phénomene important est ’'insertion de retards purs dans la boucle de régulation
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dus au temps de conversion analogique-numérique (A /N) et numérique-analogique (N/A) et au temps d’exécution
de 'algorithme de régulation, or les retards purs sont tres déstabilisants.

1.3.1 Technologie des asservissements

Le choix du support matériel d’un asservissement numérique est évidemment fonction de ’objet contrélé. La
gamme de supports est vaste, pour fixer les idées voici trois systémes complets.

Dans le cas de systemes tres complexes, nécessitant plusieurs asservissements simultanés, des interfaces utili-
sateurs conviviales, le choix se porte sur des calculateurs industriels qui se présentent sous la forme d’un rack
dans lequel on insere des cartes a microprocesseur et des cartes d’entrées sorties. La puissance de calcul n’est
pas limitée.

Fi1cURE 1.13 - Kit de développement sur Bus VME. FIGURE 1.14 — Carte d’ acquisition haute densité.
96 voies analogiques 12 bits 3 Méch. /s.

La programmation de ces systemes fait appel & un systeme d’exploitation multitache temps réel.

A Tinverse, pour des systémes simples, un microcontréleur ! suffit. La programmation se fait alors en C ou
en Assembleur, les microcontroleurs plus puissants acceptent sans probléeme un systéme d’exploitation temps
réel 2.

FIGURE 1.15 — Microcontroleur ADUC.

Entre les deux, il existe des cartes de puissance intermédiaire telle que la SSV DIL/NetPC DNP/5280. Celle-ci
possede 8Mo de ROM et 16 Mo de RAM (& comparer aux 8192 mots de ROM et 368 octets de RAM d’un PIC
16F877) ainsi que pratiquement tous les bus classiques (I2C, SPI, CAN et une interface Ethernet)

Enfin, il existe les DSP : Digital Signal Processing, dédiés au calcul rapide et flottant, plutot utilisés dans des
applications nécessitant du traitement du signal conséquent.

Et pour finir, sachez que les PID industriels soit disant analogiques cachent un microcontroleur, cette technologie
permettant de réaliser des constantes de temps impossibles a réaliser en analogique. Mais aussi, de gérer des

1. Microcontroleur = sur la méme puce microprocesseur+ périphériques : horloges, entrées sorties binaires et analogiques,
liaisons numériques, ...
2. RTLinux par exemple qui présente ’avantage d’étre gratuit.
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FIGURE 1.16 — Carte microcontroleur SSV DIL/NetPC DNP /5280.

alarmes, des saturations, des modes de défaut, etc. Vous trouverez au §4.2.1 page 56 une méthode rapide pour
déterminer les coefficients de ces correcteurs.

FIGURE 1.17 — Régulateur ”analogique” de type PID.
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CAN

Afin de faire traiter le signal par un microprocesseur, il faut le lui rendre accessible, c¢’est le role du convertisseur
analogique numérique. Plusieurs méthodes de conversion existent > .

Convertisseur a rampe numérique Convertisseur a pesées successives Convertisseur flash

lent, précis == rapide, moins précis

Both comparator
Sample output and start  Input ook To control

oint line normally high pulses
v A lagic

Vs Comparator Jinnr
A
Start pulse resets the Start

*10¥ Comparators

MSE is set, but
it overshoots Vs
and is reset

Ye= 7.2Y
Comparator

Conversion is
finished when 1K

! pule reets : process has i:l>c
counter and blocks ine
clock during reset, t cycled through kE,
end of start pulse, the g | w all bits. =R o | ISE
counter starts. 7 —_— 1K g
Comparator Digital 6 i:DC :
output Fram D2 ; i g —
Ll Lt -to- 3 z Digital
- = contral Il 4 —:D ot
! Vs ) D Analog = " e
e | ‘when the digital ramp 10g1 C Lt | Mext bits are set _2:I>C
! {tput of ths DA — Converter : .
tout b in succession and
outputy reaches the signal o » D - g
I . woltage W, the Counter incresses voltage Digital held if they don't 1
amPle | comparator goes low,  outof DAC until it reaches | 0\ T00 . ¥ —
Start “g‘* stopping the count the input sample woltage ¥ | ¥ The control logic increments gxceed ¥s 1K _A”““{D
et — : X ; inpu
pulse © bits, starting with the MSE. - v

FI1GURE 1.18 — Principes de conversion analogique numérique.

CNA

Le convertisseur numérique analogique le plus connu est fondé sur le principe du réseau R-2R comme illustré
sur la figure 1.19. Ce principe est tres consommateur de surface de silicium, aussi la grande majorité des micro-
controleurs n’en possedent pas. Une autre méthode de conversion consiste a utiliser le principe de modulation
en largeur d’impulsion (MLI, en anglais PWM). Le principe est de faire varier la valeur moyenne du signal de
sortie binaire (0 - 5V) en faisant varier la largeur de 'impulsion. Un filtre RC filtrera les variations rapides,
ne laissant passer que les variations lentes soit le signal désiré. Ce principe présente ’énorme avantage de ne
demander qu’un bit de sortie du microcontroleur par rapport & 16 bits pour un CNA classique!

Vref Ry
Dz

Ficure 1.19 —  Convertisseur
numérique analogique de type FIGURE 1.20 — Signal modulé en modulation de largeur d’impulsion avant
réseau R-2R. et apres filtrage haute fréquence.

3. dessins tirés de : http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/electronic/adc.html
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1.4 Echantillonnage et quantification

La figure 1.21 montre la différence fondamentale entre le signal analogique et le signal échantillonné et quantifié
que le microcontroleur ”pergoit”. Ce signal est en fait une suite de nombres codés sur n bits (typiquement 8 &
16 bits)

Signal analogique Signal quantifié

t | t
Signal échantillonné Signal échantillonné et quantifié

FIGURE 1.21 — Echantillonnage et quantification d’un signal.

En observant le signal échantillonné et quantifié (en bas & droite de la figure 1.21), la tentation est grande de
vouloir s’approcher du signal analogique en essayant de faire du ”quasi-continu” par un surdimensionnement
des deux parametres principaux que sont la fréquence d’échantillonnage et le pas de quantification. Les deux
parties suivantes, je I’espere, vous en dissuaderont.

1.4.1 Le bruit de quantification

Pour un signal sinusoidal d’amplitude égale & la dynamique du convertisseur, le rapport signal & bruit SNR*
est de :

SNR=6n—4,76

ou n est le nombre de bits du convertisseur

En pratique on choisit n tel que le rapport signal & bruit de ’ensemble ne soit pas trop diminué par la
quantification. Il existe des convertisseurs de : 8, 10, 12, 16, 24 bits. Il existe aussi des convertisseurs ayant une
caractéristique logarithmique.

1.5 Période d’échantillonnage

1.5.1 Le probleme de la période d’échantillonnage

La figure 1.23 montre un méme signal échantillonné a plusieurs fréquences, lorsque la période d’échantillonnage
T. est égale a la moitié de la fréquence du signal, on voit qu’il devient impossible de reconstituer le signal
original.

En augmentant encore la période d’échantillonnage on tombe sur des aberrations comme illustré en figure 1.24.

4. SNR : Signal to Noise Ratio
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Signal analogique Signal reconstitué (bloqué)

FI1GURE 1.22 — Bruit de quantification d’un signal.

A
\ Te << 1f: pas
W Vt de probléme
A
Te~4/f
t toujours pas
de probléme
A ) A
Te =2/
t t »
\L/ t <:::> t
Lequel est
s e
I'original ?

FIGURE 1.23 — Signaux échantillonnés a différentes fréquences.

1.5.2 Le recouvrement de spectre avec les mains

Sans entrer dans les détail du traitement du signal rappelons une constante des transformées usuelles, Laplace,
Fourier et bientot z : le produit de fonctions temporelles est transformé en un produit de convolution dans
I’espace opérationnel. En particulier pour la transformée de Fourier :

w(t)xy(t) T X(f) x V() (1.1)
o(t) xy(t) T X(f)*Y(f) (1.2)

La relation 1.1 est illustrée en figure 1.25.

En fonction des valeurs relatives de F),.. et F, on obtient deux types de spectres différents comme illustré en
figure 1.26.

Lorsque Fiqr > Feo/2, il se produit le phénomene de recouvrement de spectre, & ne pas confondre avec le
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V o

—— signal original
- - - signal apparent
o signal échantillonné

FIGURE 1.24 — Signal ostensiblement sous-échantillonné (Repliement de spectre).

V]

—

fmax

h Fe 2Fe f

T]HM 4 — =

fmax Fe IFe f

FIGURE 1.25 — Spectre d’un signal échantillonné (échantillonnage parfait).

échantillonnage

avec Fe » 2 Fmax /—T—\ /—T—\ ﬁ\

echantlllonnage|1>
avec Fe < 2 Fmax \ f/

recouvrement de

L

spectre |

FIGURE 1.26 — Phénomene de recouvrement de spectre.

repliement de spectre. Si ce phénomene se produit, il est alors impossible de reconstituer le signal original, d’ou
le théoréme de Shannon :
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Le théoréeme de Shannon  Toute fonction du temps f(t) possédant un spectre de fréquence limité 6 +Fy,q,
peut étre transformée par échantillonnage périodique, de fréquence F, supérieure ou égale a 2F 4., sans aucune
perte d’information.

Ce théoreme n’est qu'une limite infranchissable, d’autre phénomenes vont intervenir bien avant dans le choix
de la période d’échantillonnage.

Notez que l'idée d’un spectre limité a Fi,,, est illusoire, tous les signaux en automatique ont un spectre infini.
On ne peut alors que minimiser ce phénomeéne de recouvrement de spectre. Il sera parfois nécessaire d’ajouter
un filtre dit filtre ” anti-recouvrement” ou ”filtre anti-repliement” °.

Le calcul de ce filtre mériterait un chapitre a lui seul. Disons pour faire extrémement simple, qu’il s’agit le plus
souvent d’un filtre électronique passe-bas du premier ordre dont la fréquence de coupure est choisie entre Fiy,q.
et F,.

5. Ces deux phénoménes ne sont pas identiques mais une certaine confusion existe dans la littérature...
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1.5.3 Choix de la période d’échantillonnage

Les considérations précédentes montrent :
e une limite fondamentale : le théoreme de Shannon,
e que l'idée de suréchantillonner provoque énormément de bruit sur le calcul des dérivées et demande un
microcontroleur puissant donc cher.
Entre les deux, il existe un vaste choix de fréquences d’échantillonnage. Plusieurs auteurs proposent une for-
malisation de ce choix, le plus souvent quasi-empirique mais donnant de bons résultats du point de vue du
compromis précision - vitesse de calcul nécessaire.

Sevely [3]
Yves choisit Te, la période d’échantillonnage telle qu’elle soit

2w 2w
<Te < —
18&10 9w0

Biihler [4]
Hansruedi choisit T¢, la période d’échantillonnage telle qu’elle soit

e 5 fois plus petite que la constante de temps la plus rapide que I'on veut controler en boucle fermée

Te:z

5
e 8 fois plus petite que la pseudo-période, s’il s’agit de poles complexes conjugués

2w

wo\/ 1-— 52

Te ~

| =

Critére fréquentiel [9]

On choisit Fg, la fréquence d’échantillonnage telle qu’elle soit 6 a 24 fois plus grande que la fréquence de coupure
du systeme. Soit pour un systéeme d’ordre 1 :

r
>T, > -
Te=te=]
N ) . k
Pour un systeme d’ordre 2 : PN TR
soit :
0.25 < wyT < 1€ =0.7
0.4 <weT < 1.75¢ =1
Exemple

Soit G(p) une fonction de transfert possédant 4 pdles en boucle ouverte :

1

C0) = T rp AT man) A+ )L+ 7a0)

Apres mise en ceuvre de Passervissement vous espérez accélérer le systeme, la fonction de transfert devient donc

__ClGh)  _ 1
L+ C(P)Gp)  (1+L2p+ Z5)(1+ m3p)(1+ 7ip)

wo

F(p)

Quelques valeurs numériques pour fixer les idées :
° 7‘:; = 1s,
e wy = 1 rad.s™! et £€=0.43 (réglage classique a 20% de dépassement),
e on ne cherche pas & controler 7.
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FIGURE 1.27 — Réponse d’un second ordre échantillonné (mais pas quantifié!). Observez le retard introduit par
I’échantillonnage.

Sevely
ordre 1

Vi RIS e iy
7 RS e
I R AN
% N
Bhiiler Bhiiler
ordre 1 ordre 2

0 0.5 1

F1GURE 1.28 — Comparaison des périodes d’échantillonnages préconisées par différents auteurs.
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poles en discret

FIGURE 1.29 — Lieu des poles en z en fonction de la période d’échantillonnage.
--- T, varie de 0.01s a 3s.

> Biihler

* % % Sevely

+ 4 + critere fréquentiel
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Chapitre 2

Transformée en 2

2.1 Définition de la transformée en z

On appelle transformée en z d’un signal f(t) la transformée de Laplace F*(p) du signal échantillonné f* (),
dans laquelle on effectue la substitution

z = elep (2.1)

Notation : Z[F(p)] ou Z[f(t)]
Rappel : transformée de Laplace d’un signal

cl) = [ soe
0
le signal f(t) échantillonné s’écrit f*(t) avec :

fr(t) = f(t)or, (1)
avec 67, = > po_ 0(t —kT.) k € Z peigne de Dirac
Ainsi la transformée de Laplace du signal échantillonné est :

arw = [ <f(t> > 6<t—kTe>> e

k=—o0

i / T )6(t — KT)e Pt

k=—oc0
= ) f(kT.)eFTer
k=—o0

la fonction f étant nulle pour tout ¢ < 0,

Fr(p) = LIf*(0)] = Y f(RTe)e "er
k=0

puis en posant z = e’<P

F(z) =Y J(kT)= (2.2)

k=0
Exemple :
f(t) = H(t) échelon d’Heaviside
_ —k __ —k _ -1 —2 _ i
F(Z)_kz—of(kTE)Z —kZ:Oz =1l4+z""+2°+...= T = T

Rappel : Somme d’une suite géométrique :
premier terme qui y est moins premier terme qui n'y est pas sur un moins la raison.

25



26 CHAPITRE 2. TRANSFORMEE EN Z
2.2 Propriétés de la transformée en z

Comme la transformée en z est la transformée de Laplace suivie d’'un changement de variable, ses propriétés
se déduisent de celles de la transformée de Laplace.

Linéarité
Zlaf(t) + bg(t)] = aF(z) + bG(z) (2.3)
ou a et b sont des constantes
Translations réelles
Retard de k périodes
Z[f(t — kT)H(t — kT.)] = 2 "F(2) (2.4)

Notez l'opérateur "retard” z—1

4

FIGURE 2.1 — Tllustration de la propriété du retard.

Avance de k périodes

E[f(t+RTOH()] = 2FF(2) = 2 5(0) — 7 f(T) = 2572 f2T) — .. — 2f((k — VT.)
k—1

Z[ft+RTIHO] = 2 |F(z) = 3 f(nT)z (2.5)
n=0

Les valeurs initiales sont enlevées, sinon, le principe de causalité n’est plus respecté.

A

FIGURE 2.2 — Illustration de la propriété de I'avance.

Translation complexe
Zle T f(t)] = Z[F(p + a)] = F(ze"T*) (2.6)
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Changement d’échelle en z
z

Zla" f(WT.)] = F (2)

Théoréme de la valeur finale

lim f*(t) = lim f(kTe) = lim (1 —271)F()

t—o00

Théoréme de la valeur initiale

lim f*(¢) = lim f(kTe) = lim F(z)
Théoréme de la convolution discréte

oo

Z[f*Te) x gkTe)] = Z | Y f(nTe)g (k= n)T.) | = F(2)G(2)
n=0
C’est le théoreme fondamental qui permet de transformer I’équation de la sortie d’un systeme,

en temporel :  sortie = convolution de l’entrée avec la réponse impulsionnelle du systéme,

en z : sortie = produit de l'entrée avec la transmittance du systéme.

Multiplication par ¢
d
Ztf(t) = -Tez—F
tF(0) = ~T2 2 F(2)

Tres utile pour démontrer la forme des signaux canoniques

27

(2.7)

(2.8)

(2.10)

(2.11)

Théoréme de sommation Soit g(kT.) = ZZ:O f(nTe), g est la somme des échantillons de f depuis l'origine

des temps jusqu’a 'instant présent.

k

> f(nTy)

n=0

z

Z[g(kTe)] = 2 por

F(2)

(2.12)

Pour aller plus loin : Démontrez le théoreme de la convolution discrete
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2.3 Calcul de la transformée en 2z

2.3.1 Par la formule de définition

F(z) =Y f(kT.)z"* (2.13)

Cette méthode est souvent lourde & mettre en ccuvre.

Exemples :
ft) =eM
_ kT —k _ AT. —1 | 20T, —2 _ _
F(Z)—kz_oe e e e ey I 1
flt)=t
F(z) = Y KLz =T ke * =21 ke """
k=0 k=0 k=0
~d d o= _
= —zTezaz = —zTeaz,z
k=0 k=0
d 1 2T,z
= — Te— =
edz1— 1 (1—271)2
_ T.z
BCEE

2.3.2 Par la théorie des résidus

C’est la méthode la plus & méme de traiter tous les cas! Néanmoins elle implique la connaissance de la théorie
des résidus. Elle n’est donc donnée qu’a titre informatif.

F
F(z) = ; Résidus{ % }5_5’_

ou les &; sont les poles de la fonction de transfert F'(p)

Rappel : Théorie des résidus.
]{ f(z)dz =247 Z Res
r

1 ) dn—l "
Resfa) = g5 i (oo G- 0] )

si le pole a est un pole simple d’ordre n

2.3.3 Par 'utilisation des tables

Ce sera la méthode utilisée dans le cadre de ce cours. Le plus souvent on possede la transformée de Laplace
du systeme. On procede & une décomposition en éléments simples puis, a I’aide du tableau A.1 donné en page
96, on obtient la transformée en z. Notez que la connaissance des propriétés de la transformée en z est souvent
nécessaire.

Exemple

Soit & transformer en z, le systéme donné par sa fonction de transfert en p :
4p?

Fo) = e e
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Décomposition en éléments simples

La forme de sa décomposition en éléments simples se déduit de la valeur et de la multiplicité de ses poles. Il
existe des réels a, b, c,d, e, f et un polynoéme réel E tels que :

# g0 b N c (dp+e)
(P +1)(p+1)° p+1 (p+1)?* (p+1)°  (P*+1)
Il s’agit désormais de déterminer la valeur de chaque coefficient indéterminé.
e Le degré du numérateur de F' est strictement inférieur au degré de son dénominateur, donc £ = 0.
e On multiplie de part et d’autre par (p + 1)3 et on fait p = —1 pour obtenir ¢ = —2 .
e De méme, on multiplie de part et d’autre par (p? + 1) et on fait p = 2 pour obtenir d = 1 et e = —1.
e On étudie ensuite la limite de lim,_,o pF(p) , ce qui donne a+d =0 d’ot a = —1.
e Puis on calcule F(0) =0 dot0=a+b+ c+ e et donc b =4.
Vérification, calculer par exemple F(1) =1/4 .
Ainsi la décomposition en éléments simples donne :

4p? 1 4 2 (p—1)

P*+1)(p+1)>° :7p+1+(p+1)2 (p+1)3  (P*+1)

Transformation en z

z
T,

TpHl T T z=eTe
4 Teze*TE
(p+1)? g ZJL(z—e*Tﬁ)2
p—1 _ P 1 z(z—cos Te) zsin T,
(p%2+1) - (P2+1) ~ (p2+1) — 22—2zcosTe+1  22—2zcosT.+1
77(p+21)3 — 7777
mais
1 et T,ze= T
(v+ar (- — ey
et
1 1
L th“t} =
[2 (p+a)?
sachant d
Ztf(t)] = —Toez—F
LF(0)] = ~T2 7 F(2)
donc
d T, —aT. T, —aT. T.ze—Te T 2¢—0aTe, Z+67aTC
Z [t X te_at] = —Tez— =€ =-T.z € —9 e _ ( . )
dz | (z —e—aTe)2 (z —e—aTe)2 (z —e—aTe)3 (z — e—aTe)
4p? _ z T.ze Te
FErDG IR~ emem oo TR
n TEQe_Tez (z + e_TE)
(z — e—Tﬂ)?’
. 2(z — cosTy) zsin T,

22 —2zcosT, +1 22—2zcosT, + 1
2% —e T (T,% 4+ 4T, + 2)22 + e e (4T, + 1 — T.%)z n 2% — 2(cos T, + sinT,)
(z — e Te)? 22 —2zcosT, +1
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2.4 Transformée inverse

Il s’agit, le plus souvent de revenir a l'original temporel, soit pour tracer la sortie d’un systeme échantillonné
soit pour retrouver I’équation récurrente, d’un correcteur pour 'implanter dans le calculateur.

2.4.1 Théorie des résidus

Celle-ci n’est donnée a titre informatif, elle ne sera jamais utilisée dans le cadre de ce cours. C’est la méthode
la plus complexe a appliquer a la main, par contre elle est extrémement simple a utiliser avec les logiciels de
calcul symbolique tels que Maple ou Mathematica. C’est en outre la plus apte a ”aller plus loin”.

FORTe) =) Résidus{z"""F(&)}_,
&i

ou les &; sont les poles de la fonction de transfert F'(z)

Exemple :
z z
F(z) =
z—az—1
Il y a deux résidus en z =a et en z = 1.
2
. z _ 1
Res,—1 = lim P
z=lz—a 1—a
2 k+1
. z _ a
Res,—, = Ilim k1 =
z—=a z — 1 a—1
donc
1 ak-i-l 1— ak+1

F(kT,) = =
( ) 1—a+a—1 1—a

2.4.2 Par division polynomiale

On ne cherche alors que les premiers échantillons de la réponse d’un systeme & une entrée spécifiée.

Exemple : original de 5+
z z—0.5
-z 4+ 05 1405271 4025272+ - -
0 + 05 (2.14)
-0.5 + 0.25z71
0 + 025271

F5(t) = 6(t) + 0.56(t — T.) +0.258(t — 2T,) + - -+ done £(0) =1, f(Te) = 0.5, f(2T.) = 0.25, - -
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2.4.3 Par l'utilisation des tables

Méthode : décomposer @ en éléments simples, puis a 1'aide du tableau A.1 donné en page 96 retrouver les
originaux f;(t).

F(z)

e Décomposer —~ en ¢éléments simples,
e rechercher les racines du dénominateur zy, 2o, - - , 2,
e construire : ) o o o o
F(z 1 2 3 n
= + + + ot )
z z2—21 Z2—Zy Z—23 Z— 2Zn
e revenir a : o o o o
1z 22 32 n<
F(Z) = + o4 .
z—2z1 2z—2Z9 Z—23 Z— 2n

e Puis en utilisant :

e on obtient :
f(kT.) = Cy2¥ + Cozh + C2b + - + O, 2.

Remarque : les z; peuvent étre complexes, mais sont complexes conjugués deux a deux.

En résumé

Echantillonnage
L N

ooe[der] op o9ULIOJSURIT,
SeduaIPIp Xne by
Z U0 9QULIOJSURL],
division polynomiale
simples de F(z)/z

Décomposition en éléments

D Transformée bilinéaire

Décomposition en éléments
simples + tables

Identiﬁcation !

FIGURE 2.3 — Ensemble des transformations.
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2.5 Transmittances échantillonnées

Il existe plusieurs fagons de calculer la transmittance échantillonnée d’un systeme. Nous verrons tour a tour deux
méthodes différentes. La transformée d’un systéeme précédé d’un bloqueur d’ordre 0, qui fait I’hypothese que
Pentré du systéme est constante entre deux instants d’échantillonnage (ce qui est vrai, c’est méme la fonction
du bloqueur d’ordre 0!). Puis, nous verrons la transformée bilinéaire au paragraphe 4.1.3, qui reproduit un peu
mieux la réponse fréquentielle d’un systeme.

2.5.1 Notions de schéma bloc

Rappels sur la réduction des schémas-blocs

<— C+G

G
e + s e C s
—o—{ef—F— =

FIGURE 2.4 — Opérations fondamentales de réduction des graphes. Le schéma de droite est équivalent a celui
de gauche.

Pour aller plus loin :  Donner la fonction de transfert du systéeme décrit a la figure 2.5.
G
L= |
—o—{ 4 —{ & {2 |05 |+

B L . L1 s . .Y _ _ ABDE+AGE
FIGURE 2.5 — Exercice : montrer que ce schéma se réduit a un bloc de transmittance :3; = ATABC) (1t DEF)"
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2.5.2 Transformée en z d’un schéma bloc

La figure 2.6 décrit une partie de schéma bloc en p, il s’agit alors de transformer ce schéma en un schéma bloc
en z. La tentation est grande de transformer terme a terme, mais c’est faux!

U S

(p)I cw) I I cw) I (p)

U(z) o 3 S(z)
- ~

FIGURE 2.6 — I est impossible de transformer un graphe en p en un graphe en z par transformation des différents
blocs !

Gi(p) — Gi(2)
Gg(p — GQ(Z)
G(p) = Gi(p)Ga(p) + G(2) = Gi(2)Ga(2)

Pour que cela soit vrai il faut que le signal entre G; et G soit un signal échantillonné.

Exemple :  soit : G1(p) = L et Ga(p) = -1 alors G1(2) = 227 et Ga(z) = —75

o = pt+a z—e—Te/T

—e~Te/T z T2
et Z[G1(p)Ga(p)] = i #

2.5.3 Transformée d’un systéme précédé par un bloqueur d’ordre 0

Le bloqueur d’ordre 0 (en anglais ”Zero Order Hold”) est l'objet physique qui permet de passer d'un signal
numérique échantillonné, qui ne contient que de l'information et seulement aux instants d’échantillonnage, a
un signal analogique continu par morceaux.

u, Signal numérique u(t) Signal analogique
; uy u(®)
| [roel. | R
Signal échantillonné CNA Signal bloqué
s kTe t
et quantifie

FIGURE 2.7 — Signaux d’entrée et de sortie d’un bloqueur d’ordre 0.

On cherche la transformée en z du schéma bloc donné en figure 2.8.

U
®) I Bo(p) } I G(p) |

FIGURE 2.8 — Transmittance continue précédée d’un bloqueur d’ordre 0 (en anglais ZOH : Zero Order Hold).

En premier lieu, il nous faut la transmittance en p du bloqueur d’ordre 0, ensuite nous verrons comment
déterminer la transformée en z de ’ensemble.

Fonction de transfert d’un bloqueur d’ordre 0

Rappel : La transformée de Laplace d’un systéme est la transformée de Laplace de sa réponse impulsionnelle.
Si I’on soumet un bloqueur d’ordre 0 a une impulsion, on obtient la sortie illustrée en figure 2.9.
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Entrée
t
Sortie |
Te t
Décomposition
[ t

FIGURE 2.9 — Réponse impulsionnelle d’un bloqueur d’ordre 0.

Bo(t) = H(t) — H(t — Te)
Bo(p) = H(p) — H(p)e ¥

Calcul de la transformée d’un systéme précédé par un bloqueur d’ordre 0

G(z) = Z [L7" [Bo(p)G(p)]]

Par souci de simplification d’écriture nous écrirons :

G(z) = Z[Bo(p)G(p)]

donc

1—e Ter

6o = 2|0

En appliquant la linéarité de la transformation puis le théoréme du retard, on obtient :

Gz = Z [G](?m} _z FZCPG(p)}
= (1-zYH2 [G}(jp)]
d’ont ) = ZZ;IZ [GI()p)] (2.15)

Une table des transformées usuelles de systemes précédés d’un bloqueur d’ordre 0 est donnée dans le tableau
A.2 en page 97.

Pour aller plus loin :  Vérifier quelques lignes du tableau A.2

2.5.4 Transmittances échantillonnées de systemes bouclés

Le probléeme posé en figure 2.10 est qu’il n’y a pas d’échantillonneur bloqueur entre la sortie s et la transmittance
H(p). Qu’a cela ne tienne, la transmittance en boucle fermée d’un systeme s’écrit :

chaine directe

BoucleFermée = — - -
1 + chalne directe x chaine de retour
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7

E(z)

(

O] C6) [—| Na Ff*\ G) FS(L

Correcteur numérique

Systeme

e [

. Capteur

J

Ici

2.5.5 Avec Matlab

Partie numérique Systeme

FIGURE 2.10 — Systéme bouclé échantillonné.

C(2)Z [Bo(p)G(p)]

Fz) =5 + C(2)Z [Bo(p)G(p)H (p)]

Matlab ne sait transformer qu’en utilisant une ”"méthode”, ici : faire précéder le systeme d’un bloqueur d’ordre 0.

>> Te=1;

>> sys=tf([1],[1 1 0] )

>> sysd=c2d(sys,Te, ’zoh’);
>> present (sysd) ;

>> sysc=d2c(sysd,’zoh’) ;

>> present(sysc);

>> Te=1;
>> sys=tf([1],[1 1 0] )

Transfer function:

>> sysd=c2d(sys,Te, ’zoh’);
>> present (sysd) ;

Transfer function:
0.3679 z + 0.2642

z"2 - 1.368 z + 0.3679

Sampling time: 1
>> sysc=d2c(sysd,’zoh’) ;
>> present(sysc);

Transfer function:
-9.84e-016 s + 1

s72 + s + 1.776e-015

% définition de la période d’échantillonnage
% définition du systéme continu

% transformée en z avec BOZ

% présentation du résultat

% transformée inverse avec BOZ

% présentation du résultat
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Chapitre 3

Analyse des systemes

Avant de faire une correction quelconque il faut analyser le systeme. Dans ce chapitre nous aborderons le lien
entre les poOles en p et les poles en z afin de comprendre comment le systéme réagit & une entrée de consigne
et dans quelle mesure il est possible de transformer cette réaction. Deux points sont fondamentaux, la stabilité
du systeme et sa précision. En effet on cherche toujours a améliorer ces deux points lorsque 'on asservit un
systeme.

Notez que ces analyses sont totalement indépendantes du fait que 'on parle d’un systeme en boucle ouverte
ou en boucle fermée. Hormis I’analyse de la stabilité par le critére de Nyquist (non abordé dans ce cours) qui
prédit la stabilité d’un systéeme bouclé par un retour unitaire, I’ensemble des autres points s’appliquent sur une
fonction de transfert, celle-ci représentant soit un systeme en boucle ouverte soit en boucle fermée.

3.1 Stabilité

Définition 1 Un systéme est dit stable si, écarté de sa position de repos, celui-ci revient a cette position
lorsque la cause qui l’en a écarté cesse.

Définition 2 Un systéme est dit stable si sa réponse a toute entrée bornée est bornée.

Note : en appliquant ces définitions I'intégrateur pur n’est pas stable!

FIGURE 3.1 — Stabilité des systémes au sens de Lyapounov [12] : illustration de la stabilité d’une bille sur un
profil.

3.1.1 Conditions de stabilité

Appliquons la définition 1 sur un systeme quelconque.
Soit un systéme donné par sa transformée en z, G(z)

Gla) = B = DI ET R B omE avec m < n
E(z) avt+arz+az?+ -+ ayz®

ainsi la sortie S(z) est donnée par :

bo + b1z +byz? + -+ bp2™
S(z) = 5
ap + a1z + agz® + -+ ayz™

37
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Le systeme étant initialement en équilibre, soit en 0, si on applique une petite perturbation sur ’entrée, le
systéme doit revenir a sa position d’équilibre, soit 0. En prenant comme perturbation e(t) = §(t), soit E(z) = 1,
la sortie S(z) devient :
S(x) = bo 4+ b1z + boz? + - + by 2™

(2) = ag + a1z +asz? + -+ apz”

Nous avons vu au §2.4.3 que le signal S(z) se décompose sous la forme :

Ciz Cyz Csz - Cpz

Z—21 Z—2Zy Z—23 Z— Zp

S(z) =
et par conséquent, s(kT¢) est de la forme :
_ k k k k
s(kTe) = C127 + Caz5 + Cy25 + - -+ + Cpz,,
les C; et les z; étant complexes. En utilisant la forme z; = p;e?%

s(kTe) = C1(p1e?)" + Ca(p2e®)F + Cs(pse?®)F + - + Cp(pne?®)"
s(kT.) = CiprFe?* 4 CopoFed®® 1 Cypsked®®s ... 4 O, p, Felkon

Pour que le systeme soit stable, il faut alors que :

lim s(kT.) =0

k—o0

donc que tous les p; soit inférieurs a 1, c’est a dire :

|Z7,| <1

En d’autres termes, pour qu’un systeme soit stable, il faut et il suffit que les poles de la fonction de transfert
soient tous de module inférieur a 1.

Par abus de langage, nous inclurons dans I’ensemble des systémes stables ceux ayant un ou plusieurs poles en
1.t

Pour connaitre la stabilité d’un systeme il suffit alors de calculer le module des pdles du systeme. Ce calcul
est le plus souvent fastidieux voire impossible. C’est pourquoi, il existe des critéres de stabilité ne faisant pas
directement le calcul des poles mais qui permettent de savoir s’ils sont, ou pas, de module inférieur a 1.

Im Im

FIGURE 3.2 — Zones ou les poles sont stables en p et en z.

1. Ceux-ci sont marginalement stables.
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3.1.2 Critere de Jury

Soit H(z) = gg; la fonction de transfert d’un systéme échantillonné.

D(z)=ad +alz+a%2% +... +al2"

On construit la matrice de dimensions (n — 1) x (n + 1) suivante :

o 0 0 0 0 ]
Qg ap as o Qpg Gy
1 1 1 1
a/O al a2 A an71 0
a? a? a3 0 0
-2 -2 -2
| ag ay s 0 0 |

S pour 0<k<n—j—1
A
0 pour k>n—j—1
Le polynéme D(z) n’a aucun zéro de module supérieur & 1 si les n + 1 conditions suivantes sont respectées :
LY ad=D(1)>0
2. ()" Yio(=1)'a = (=1)"D(-1) > 0
3. |a8| —al <0
- Jod] -
Note : Si D(1) = 0, cela veut dire que 1 est racine de D(z) donc qu’il y a un péle en 1, le systéme est au mieux
marginalement stable. On factorise alors D(z) sous la forme D(z) = (z — 1)D’(z) et étudie la stabilité de D'(z).

I

azhj)>0pourj:1,---,n—2

Exemple a l'ordre 3 (n = 3) :
D(2) = aY + alz + a92? + a32®
ag ai a5 ag

1.1 1
ay a; ay O

Yigal = D(1) >0
(—1)3 32 (—=1)'a? = (=1)*D(=1) > 0 soit D(—~1) <0
. |a8| —a3 <0

. |ag| = |ad| > 0 soit (af)? — (a$)? < adad — afal

o e

Déterminer les conditions de stabilité du systeme :

2z +1
H =
(2) 234+ 222 44247
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3.1.3 Critere de Routh-Hurwitz appliqué sur la transformée en w

Transformée en w La transformée en w est une transformation homographique qui fait correspondre exac-
tement l'intérieur du cercle unité au demi plan gauche du plan complexe.

z—1 1+ w

w =

z+1 Z_l—w

FI1GURE 3.3 — Illustration de la transformée homographique w.

En appliquant la transformée en w au systeme, les racines en z de module inférieur a 1 sont transformées en
des racines a partie réelle négative, il suffit alors d’appliquer le critere de Routh-Hurwitz sur la transformée en
w pour connaitre le signe des racines du polynome considéré et donc la stabilité du systeme.

Déterminer les condition de stabilité du systéeme par I'application du critere de Routh sur la trans-

formée en w :
2z +1

H P—
(2) 23+ 222 4+ 4247

3.1.4 Avec Matlab

Ou tout autre logiciel de calcul numérique (Scilab, Octave...2)

>> P=[1 2 4 7]; % définition du polyndme
>> abs(roots(P)) % calcul du module (abs) des racine (roots) de P

Il suffit de regarder si les modules de toutes les racines sont inférieurs a 1.

2. Logiciels gratuits!



3.2. CORRESPONDANCE DES PLANS Z ET P 41
3.2 Correspondance des plans z et p

L’objectif est de déterminer le type de comportement du systéme a la vue des poles du systeme tracés dans le

plan complexe.
Etudions le lien entre un poéle simple en p et son transformé par la transformation en z

Poles simples

1 z
T,
p+a z—e e
aT,

Le pole en —a est transformé en un podle en e~
L’axe des réels en p est transformé en 'axe des réels positifs en z. 'axe des réels négatifs en z n’a pas de
correspondant en p.

Im Im

[ Re Re

FIGURE 3.4 — Transformation des pdles simples de p vers z.

Poles complexes conjugués

2

_ wn _ byz+b
G(p) = P r%wnptet — BOG(Z) = 2272(€7§wkTe)ClC)ZS(w;TE)Z+672£wkTe
p1, 1 = —fw,twy — 21,71 = e sk Te cos(wyT,) & \/e—QEW’vTe cos?(wgT,) — e~ 28wk Te
ol wy = wpy1l-—E2 = et (cos(wyTy) + 1sin(wyTy))
_ efﬁwkTe eizwdTe
(3.1)
Im Im
p z
Re ————— Re
FI1GURE 3.5 — Transformation des poles complexes conjugués de p vers z.
Généralisation Dans les deux cas nous avons bien la relation :
Pole du systeme continu  — Pole du systeme échantillonné (3.2)

pi — z=elP

Les figures 3.6 et 3.7 montre cette relation.
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\ we/2

Plan « p» Plan « z »

FIGURE 3.6 — Lieu des poles iso-amortissement.

FIGURE 3.7 — Lieu des poles iso-amortissement.
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FIGURE 3.8 — Réponses indicielles des pdles en fonction de leur position.

0085 0055 0025,

o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 & 05 1 15 7 25 3 35 4 a5 %
o poles 1 AT 14TI46200 el <0 205TO00605  D2457-0 0108051 Tesazs

FI1GURE 3.9 — Relation entre poles du systeme continu et ceux du systeme échantillonné.

43
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3.3 Le lieu d’Evans

3.3.1 Définition

FIGURE 3.10 — Le lieu d’Evans : calcul des poles du systeme en boucle fermée par un gain K .

Le lieu d’Evans est le lieu des poles de la fonction de transfert en boucle fermée lorsque le gain K varie de 0 a
Uinfini.

Ce lieu est donc un moyen de choisir un gain K pour obtenir, en boucle fermée, des performances pré-spécifiées.
La construction du lieu est assez complexe et fait appel & 8 régles que vous trouverez dans [3]. La synthese
de correcteurs a ’aide de cette méthode est parfaitement possible mais demande un peu d’expérience pour le
choix des poles et des zéros du correcteur. Néanmoins avec une méthode de type ”try and error” on arrive a
de bons résultats.

Exemple de code Matlab

>> sysd=zpk([],[0.1 0.9], 1, 1) Ypériode d’échantillonnage = 1s
>> rlocus(sysd);
>> zgrid

3.3.2 Exemples

TABLE 3.1 — Exemple 1

Root Locus
05T ! ]

0.6n/T 04n/T
0 0707 : 04 0.3aT 1
F 0:2 .
Glz) = 1 o L oy
— 7. N1\~ N o) : . L Pole: 0.5 +0.308i
(z—O.l)(z—0.9) / -0 Damping: 0694
04/ : Leg Overshoot (%): 4.86
/ ; ’ 07 ﬁFrequency (rad/sec). 0.767
e lorsque k est tres faible les poéles en " [osart Lo DT
B.F. sont proches de ceux en B.O. ; iy . o : )
e lorsque k augmente, le systeme § ol ‘ |
7accélere” | les poles s hent et g
accélere”, les poles se rapprochent e :
deviennent complexes conjugués e et i P ' - /
P o . 0t/
e lorsque k dépasse la valeur de 0.9, les g /
~ . 041\ o
poles ont un module > 1, le systeme \ « ‘ : /
est instable i \gfw : ‘ 0.21!/'/|'//
., ///
sl \wnrr ; v ]
06T M:wsd
4 I ! I 05T | Gain:0.913

-1 -08 -06 04 -02 0 02 04 Eﬂléi 08- 835?51 1
J amping: -0.
Reelfuls Overshoot (%): 100
Frequency (rad/sec). 1.05
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TABLE 3.2 — Exemple 2

_ 2—0.5
G(z) = (z—0.1)(2—0.9)

e lorsque k est tres faible les poles en
B.F. sont proches de ceux en B.O.

e lorsque k augmente, le pdle en 0.9
tend vers le zéro en 0.5, 'autre podle
tend vers —oo

e la limite de stabilité est obtenue pour
k=1.39

Imaginary Axis

TABLE 3.3 —

_ 2+0.5
G(z) = (z—0.1+)(z—0.9)

e lorsque k est tres faible les poles en
B.F. sont proches de ceux en B.O.

e lorsque k augmente, les poles se rap-
prochent I'un de l'autre, puis de-
viennent complexes conjugués

e lorsque k est tres grand 1'un des poles
tend vers le zéro, 'autre vers —oo

020

04

08+

Imaginary Axis

45

Root Locus

08

06

04

021

0.6x/T

0.7a/T
0.82/T

System: sysd

Gain: 1.39

Pole: -0.997
Damping: 0.000836
Overshoot (%): 99.7

-1

j Frequency (rad/sec): 3.14

1.5

Exemple 3

Real Axis

Root Locus

Real Axis
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TABLE 3.4 — Exemple 4

Root Locus

CHAPITRE 3. ANALYSE DES SYSTEMES

055 ! J
0.60/T 04a/T
08 07T 04 0 3a 1
r 0:2 '
o8y /u/; il " 0 2\>r\
G(Z) . (Z+O7)(Z—|—02) / AH . ;: 2 \\\
— == / L \
(z—O.l)(z—O.Q) 04f // 06 N\
5 - 0.7
/ﬂ.ﬁﬂﬂ //\ o.é : mm\\
e lorsque k est tres faible les pdles en R 02; /’ N 09 i
B.F. sont proches de ceux en B.O. S / \\
N g 04T & S 4
e lorsque k augmente, les pdles se rap- s 7 | : /’
. % .
prochent 'un de l'autre, puis de- e _02& \ A i
viennent complexes conjugués loamn Mo Pl war/
e lorsque k est tres grand les poles en 04t \\\ / 1
B.F. tendent vers les zéros en B.O.. Negiah St S
s hy
08F Nh” : 032 ~ i
0.6n/T 0.4n/T
-1 i | i Oiﬂn | | |
-1 08 06 04 02 0 0.2 04 06 08 1

TABLE 3.5 — Exemple 5

Real Axis

Root Locus

(240.7)(2+0.2)
(2—0.1)(2—0.5)(2—0.9)

G(z) =

o
=
T

e On retrouve les mémes tendances que
pour les exemples précédents

e les poles se rapprochent I'un de 'autre
avant de devenir complexes conjugués
e lorsque k est tres grand les poles en

Imaginary Axis
o

0.61[”0.5;[/1-0.41[/1'

'0.5—
B.F. tendent vers les zéros en B.O.
ou vers 'infini.
.1_
5k
2 |
25 2

Real Axs
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3.4 Précision des systemes échantillonnés

P(2)

FI1GURE 3.11 — Schéma général pour I’étude de la précision des systemes.

On considere le schéma présenté en figure 3.11. Calculons l'erreur statique du systéme pour une entrée W(z)
en échelon et une perturbation P(z) nulle.

3.4.1 Erreur vis-a-vis de la consigne

L’erreur est :

e(z) = W(z)—S5(2)
= Wi(z) —e(2)C(2)G(z)
e(2) [1 4+ C(2)G(2)] W (z)

R EEEE)

Calculons maintenant la limite de €(kT,) lorsque k — oo

. . . _ . _ W(z)
* _ . o 1 _ . 1
tlglolo6 () = klinolo e(kTe) = ll—>ml(1 2)e(z) ll_>n11(1 Z7) 14+ C(2)G(2)
Avec une entrée en échelon unité .
W =
(2)=—

on obtient :

lim e(kT.) = lim (1 — z71) : ! = lim S

k—o0 R z2—1 1+C(2)G(z) =2=11+C(2)G(2)

I’objectif étant d’avoir une erreur statique nulle, il faut que
lim e(kT.) =0
k—o0

et par conséquent que :
i 1
m-——— =
=114+ C(2)G(2)

Supposons maintenant que C(z) ou G(z) posséde un intégrateur pur. La transmittance en boucle ouverte peut
s’écrire :

B N(z B N(z)
CEEE =50 = o)
donc
T S PO N PRON Gleulty Loid G R
z—11 —+ C(Z)G(z) z—1 1 + & z—1 (Z — 1)D/(Z) =+ N(Z)

(z—1)D’(2)

Conclusion : pour qu’un systéme présente une erreur statique nulle pour une entrée en échelon, il faut que
la transmittance en boucle ouverte présente au moins un intégrateur pur.
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3.4.2 Erreur vis-a-vis de la perturbation

Supposons cette fois que entrée W (z) est nulle et que la perturbation P(z) est un échelon unité.
L’erreur est :

e(z) = W(Z) S5(2)
= 0= (P(2)G(2) +e(2)C(2)G(2))

£(z)1+C(2)G(2) = P(Z)G(z)
: : - —G(2) , —G(2)
lim e(kT.) = lim (1 — 2~1)— - lim — &)
dm e(bTe) = i =27 ) 7 enem ~ M iTemen
Supposons que le systéme en boucle ouverte possede un seul intégrateur pur et étudions les deux cas suivants
e Cas 1 : l'intégrateur pur est dans C(z) = gggg
Ng(z)

e Cas 2 : I'intégrateur pur est dans G(z) = Do)
Dans les deux cas :
NG(Z)
B z —N, D
lim e(kT,) = lim Da (2) c(2)Do(2)

k—»o00 : z=11 4 gggi% gggzg z—1 Dc(Z)Dg(Z) + NC(Z)NG(Z)

P(2)

= {Ea—o—{ea - MTH*@L = {Ea

P(2)

Cas 1 : I’ intégrateur pur est dans C(z). Cas 2 : I'intégrateur pur est dans G(z).
_ 1 / _ _NC(Z) _ 1 ’ _ _NG(Z)
CE) =1 =0 == 1)DL(z) G =7 =06 == 1)DL(z)
lim e(kT,) = lim e(kT,) =

k—o0 k—o0

L o Ne()(E D)D) . ~No()Do ()

2—1 (2 — 1) Dy (2)Da(z) + Ne(2)Na(2) z—=1 D¢(2)(z — 1)Dg(2) + Ne(2)Na(2)
lim e(kT,) = : _ . —De(z)
k=00 klgrolo e(kT.) = 51311 No(2) #0

Conclusion : pour qu’un systeme présente une erreur statique nulle pour une perturbation en échelon, il
faut au moins un intégrateur pur en amont de la perturbation.

3.4.3 Extension du raisonnement a tous types d’entrées

Calcul de l'erreur vis-a-vis de la consigne, le systéme étant soumis & une entrée canonique quelconque de la
forme w(t) = t™ donc :

A(z)

W(z) = oyt

ol A(z) est un polynéme en z n’ayant pas (z — 1) en facteur.
La transmittance en boucle ouverte peut s’écrire :



3.4. PRECISION DES SYSTEMES ECHANTILLONNES

L’expression de l'erreur est alors :

. . _ A(z) 1 . _ A(z) 1
_ -1 _ -1
I o | Rl R L P | s (o
soit :
z—1 A(z) (z—=1)"D(2) . 1 (z=1" A(z)D(z)

lim e(kT,) = lim = lim —
k—o0

z=1 z (z—=1)m+ (z—1)"D(z)+ N(z2) z2=1z(z—1)m(z—1)"D(z)+ N(2)

Cas:n>m
lim e(kT.) =0

k—oc0
Cas:n=m=20
. . A(z)D(z) .. A()D1) A1) 1
Jm e(kTe) = lim 5 NG ~ M Dy N ] LN T I+ K

Note 1 : K est le gain en boucle ouverte (systéme + correcteur), K = %.
Note 2 : si n = m = 0 alors 'entrée est un échelon unité donc A(z) = z.

Cas:n=m>1

. | A(=)D() _A(Z)D(:) _ AUD(1) _AQ) _T.
1 kT,) =1 =1 = = =_¢
dm e(kTe) = im o D T NG MM TN N(1) K K
Note 1 : K est le gain en boucle ouverte (systéeme + correcteur), K = %

Note 2 :A(1) = m!T™ (voir tables A.1 page 96).

Cas:n<m
lim e(kT,) = o0

k—o0

Les valeurs de limg_, o, £(kT.) sont résumées dans le tableau 3.6.

TABLE 3.6 — Erreur permanente en fonction de l'entrée et de la classe du systeme en ’absence d’entrée de

perturbation. 4

classe du systeme échelon rampe parabole
_ —.| 0/
nb d’intégrateurs purs m =20 m=1 m =2
0 ﬁ 00 00
1 0 L 00
2 0 0 2,
3 0 0 0

4. Une certaine confusion existe dans la littérature concernant ce tableau. Ici, il est donnée pour des entrées cano-

niques en temps soit {1,t,t2,t3...} qui se traduisent dans le domaine de Laplace par {1, 2% 2 6

2 Tez  TPa(x+1) Telz(5°+1442)
=1 12’ (z—1)7 [CESS R

P D p

{5,7,—3,7...} et en z par
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Pour aller plus loin :  Quelle est 'erreur permanente du systéme représenté en figure 3.12 dans les condi-
tions décrites ?

P(z)

W(z)_b__{ i }_>‘ ) }—jO+—>

= {ea]

FIGURE 3.12 — Systéme soumis & une entrée en rampe et une perturbation en échelon.

3.4.4 Cycle limite

Les résultats obtenus précédemment ne tiennent pas compte de la quantification du signal. Cette quantification
provoque une non linéarité déstabilisante et par conséquent, un petite oscillation autour de la valeur finale
comme illustré en figure 3.13. La précision est alors fonction du pas de quantification.

UL
U Loy

0 50 100 150 200 250

F1GURE 3.13 — Cycle limite du a la quantification du signal.

Dans le cas de systemes instables en boucle ouverte, le cycle limite, véritable oscillation entretenue est inévitable.
Par contre 'amplitude de cette oscillation est contrélable par le choix du pas de quantification.



Chapitre 4

Transposition des correcteurs
analogiques

Il est, a priori, dommage de synthétiser un correcteur analogique puis de le convertir en correcteur numérique.
Les méthodes de syntheses numériques abondent et donnent de meilleurs résultats en termes de performances
(robustesse, précision, rejet de perturbation). Néanmoins dans le cas ol le correcteur analogique est déja
synthétisé et qu’il ne s’agit que de le transposer en numérique, la transformée bilinéaire donnée ci-apres se
révele fort utile!.

Par ailleurs, cette méthode de synthése de correcteurs numériques couplée a une méthode de synthese type
Ziegler-Nichols permet de synthétiser en quelques minutes un correcteur pour un systéme dont on ignore tout
ou presque et qui plus est, pratiquement sans comprendre I"automatique !

4.1 Les différentes approximations de la dérivée

Différences vers l'amiére

f(nTe) £(kTe)

Différences vers I'avant

YkTe'! nTe

Te Te

FIGURE 4.1 — Principe de calcul de la dérivée par différences finies : différences vers I'avant et vers I'arriere.

En introduisant I'opérateur retard g.
4.1.1 Différences vers ’arriere

dr _z(t) —z(t-T.) 1—qt

2 = 1o

dt T. T. qT.
e z—1 , . 1 Tz
Dérivation : p — Intégration : — —
2T, P z—1
Cela correspond a ’approximation :
1 —1
PN N p— P~ z
1-Tep 2T,

1. La synthese de correcteur analogiques sort du cadre de ce cours, reportez vous au poly d’automatique linéaire continue de
B. Lang

o1
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Im Im

7&

o L .
N

T

0 Te 2Te
FIGURE 4.2 — Transformée du domaine de stabilité en
p. Un systéme continu instable peut étre transformé FIGURE 4.3 — Méthode des rectangles : approximation
en un systeme discret stable. par exces.

Calcul numérique de l'intégrale :

t
I = / x(T)dr ~ x(kT,)Te. In = in_1+ Texy
0

4.1.2 Différences vers ’avant

de z(t+T.)—=z(t) q-—1

—_— = z(t
dt T, T, ®)
s z—1 , i 1 T,
Dérivation : p — Intégration : — —
T. z—1
Cela correspond & ’approximation :
T.p z—1
z=eP~14+Tp=—p~
T,
Im Im
p z A
Re () Re
0 Te 2Te T

FIGURE 4.4 — Transformée du domaine de stabilité en
p. Un systeme continu stable peut étre transformé en FIGURE 4.5 — Méthode des rectangles : approximation
un systeme discret instable. par défaut.

Calcul numérique de l'intégrale :

t
I= / a(r)dr ~ Y x(kT)T. in =in1+ ToZn_1
0
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Im Im

f Re Re
—1/T.

FIGURE 4.6 — Transformée du domaine de stabilité en z. La zone des pdles en p donnant un pole stable en z
est un cercle de rayon 1/7, centré en —1/T,.

4.1.3 Transformation bilinéaire

La dérivée numérique est proche de la moyenne des dérivées au point considéré et au point précédent.

1[dx(t+T,) daz(t) x(t+Te) —x(t) dz(t) [q+1 qg—1
- - o~ = o~ t
2 @ T, at | 2 7, °®
dx 2q—1
— ~ ———x(t
i ST g1t
2 21 1 Toz+1
Dérivation : p — iz 1 Intégration : » — ?z i_ 1

Cela correspond a ’approximation :

3
S

Z:eTePN ez N1+ 2 N2+T€p
o T;P 1— Tgp 92— Tep
I I
m m i
p z
Re Re
0 Te Z2Te T
FIGURE 4.7 — Transformée du domaine de stabilité en
p. Les deux régions se correspondent rigoureusement. FIGURE 4.8 — Méthode des trapezes.

Calcul numérique de l'intégrale :

t n _
I = / x(T)dr ~ Z z((k 1)T;) + x(kTe)Te Ip = tn_1+ %(In—1 + xy)
0 k=1

Remarque : La transformation bilinéaire introduit une distorsion des fréquences. Cette distorsion peut étre
compensée a une pulsation donnée w; par 'utilisation de

w1 z—1
tan(wiTe/2) z + 1

Dérivation : p —
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((p?’}’ i Irﬂ ‘Iﬂl

@$ET W
16
1 c
"4 dpproximation

- -
Re Re
6 —1o Em

FIGURE 4.9 — Phénomene de distorsion de la transformation bilinéaire.

4.1.4 Avec Matlab

Seule la transformée bilinéaire est directement implantée, les différences avant et arriére ne le sont pas!

>> Te=1;

>> sys=tf([1],[1 1 1] ) % définition du systéme continu

>> sysd=c2d(sys,Te, ’tustin’); % transformée en z par transformée bilinéaire

>> present(sysd); % présentation du résultat

>> sysdp=c2d(sys,Te, ’prewarp’, 2); % transformée bilinéaire avec précompensée (f1=2rad/s)
>> present (sysdp) ; % présentation du résultat

>> sysdb=c2d(sys,Te, ’zoh’); % transformée avec BOZ

>> present (sysdb) ; % présentation du résultat

>> W=logspace(-1, 0.5, 200);
>> bode(sys,’r’,sysd,’y--’,sysdp, ’gx’,sysdb, ’k.’, W);
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Bode Diagram

20

Magnitude (dB)

Phase (deg)

=225 ! Il 1
10 ;

Frequency (rad/sec)

FIGURE 4.10 — Comparaison des transformées en z d’un point de vue fréquentiel.
Systeme original analogique

.......... Transformée avec BOZ

— — — Transformée bilinéaire

+ + + Transformée bilinéaire avec précompensation (en f = 2 rad/s.)
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4.2 PID analogique

Tous les correcteurs analogiques sont transformables en correcteurs numériques, le plus connu d’entre eux étant
le PID. De nombreuses méthodes permettent de calculer les coefficients du correcteur PID a partir d’un modele
du systeme. Cependant, dans la plupart des cas, un tel modele d’existe pas. On procede alors des choix de
parametres calculés a partir d’essais effectués sur le systeme.

4.2.1 Réglages de Ziegler-Nichols

Le correcteur PID s’écrit :

ks
C(p)—K<1+ +po)—kp+p+kdp

1
Tip

Correcteur PID

4 3\

o
i

v <o || T [

]

L J

T

kp

FIGURE 4.11 — Schéma d’un correcteur PID.

Il faut ensuite transformer le correcteur analogique C'(p) en un correcteur numérique par 'une des méthodes
de transformation vues précédemment (§4.1 ou §2.5.3).

La transformée bilinéaire est la plus utilisée et donne de bons résultats a condition de choisir une période
d’échantillonnage proche du ”quasi-continu”, c’est-a-dire les limites basses des valeurs communément admises
(voir fig. 1.28).

Le tableau 4.1 n’est qu’un bref apercu de ’ensemble des réglages développés par divers auteurs et qui s’adaptent
a une majorité de systemes. Pour des systéemes plus particuliers ou des réglages plus fins tenant compte des
caractéristiques de votre systéme, voyez les références [13] ou [14] qui proposent plus de 200 réglages!

1. Si le systéeme a un comportement de type intégrateur pur.
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TABLE 4.1 — Coeflicients d'un PID réglé par les méthodes de Ziegler-Nichols et Chien-Hrones-Reswick : essai

indiciel et méthode du pompage.

Méthode de pompage
Boucle fermée

Méthodes apériodiques
Boucle ouverte

Systemes stables ou instables
en boucle ouverte

Systemes stables, instables
ou intégrateurs

OW Systéme T}‘

;Q—‘% Systétme —— ¥

Instable ou
intégrateur

I, 7
Ziegler-Nichols Ziegler-Nichols Chien-Hrones-Reswick
Régulation ou Régulation ou
Poursuite Poursuite Régulation Poursuite
K = 05K K=2L K =031 K =03L
PI K =0.45K,,, K =09+ K =06+ K =035+
T; = 0.83T,s¢ T, =3.37 T, =4t T, =1.2T ou 107 !
PI1D K =0.6K,s K=122L K =0.95-1 K =062
T; = 0.5 T, =21 T, =24t T,=T ou 67 !
Ty =0.125T,4 Ty =0.57 T, =0.427 Ty =0.57

4.2.2 P, PI, ou PID?

Le choix est toujours un peu ambigu. Le principe de choix communément admis, qui s’applique d’ailleurs a
tous les choix de régulateur et correcteurs, est le principe du minimum : si un correcteur P donne les résultats
escomptés, on ne met pas un PI, moins encore un PID ! Les tableaux 4.2 et 4.3 donnent un critére de choix en
fonction de la réponse temporelle du systeme a un échelon d’entrée.

Notez la proposition de correcteur de type “tout ou rien”, qui fonctionne bien dans les cas ou la précision
requise est faible ou que le systéeme supporte bien les fortes variations de commande. Si le systeme est en limite
de réglabilité par un PID, il faudra alors revoir la conception de la commande soit par des boucles imbriquées,
soit synthétiser un correcteur numérique fondé sur d’autres approches.

Dernier point, mais non le moindre, sachez que les réglages de PID proposés, Ziegler-Nichols (voir page 56)
ou Takahashi (voir page 60) sont avant tout des réglages de régulation et non pas d’asservissement. En
d’autres termes, ces réglages sont choisis lorsque I'objectif principal est d’asservir une grandeur & une consigne

constante et d’étre insensible aux perturbations.

1. voir §4.4.2 page 62
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TABLE 4.2 — choix d’'une méthode de correction en fonction de 'indice de réglabilité
Réglabilité T/ > 20 10a20|5a10|2ahb <2

P PI PID | limite du PID!

Régulateur Tout ou rien

TABLE 4.3 — choix d’une méthode de correction en fonction de 'indice de réglabilité : cas des systemes instables

Réglabilité a.7

0.05 < ar

0.05 <ar <0.1

0.1<ar<0.2

02<ar<0.5

at > 0.5

Régulateur

Tout ou rien

P

PI

PID

limite du PID*

4.3 Le PID numérique

En continu, la sortie d’un PID s’écrit :

L’équivalent en numérique s’écrit alors :

T, & (ex — €x—1)

e k — ck—1

A CEL) SRR R
7,]=O e

(g1 — 2ep + sk_l))

Te
— =k,|e¢ — €+ —¢€ + T,
Uk+1 — Uk D ( k+1 k T, k+1 d T,

(z—1)U(2) = ky <z L Td(’z—”'zl)) £(2)

T; Te

d’ou la transmittance du PID numérique

U(z) z kgz—1
Z\<) o~ M
e(2) kp & ki ez—1+Te z

Correcteur PID numérique

L

FIGURE 4.12 — Schéma d’un correcteur PID numérique pédagogique.

Ce correcteur reste ”pédagogique”, dans une application industrielle on préférera les formes suivantes :
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Applications industrielles des correcteurs PID

1. L’action dérivée idéale provoque une forte augmentation du bruit hautes fréquences, on utilise en pratique
une dérivée filtrée. Ceci conduit en discret au régulateur PID filtré :

U kgz—1
(Z) _ kp +kiTe z n iz
e(z) z

-1 T.z—«
Le choix de « est classiquement de 0.1

2. Lors d’un changement de consigne de type échelon, la dérivée du signal d’erreur entre la consigne et la
sortie est tres grande (pratiquement une dérivée d’échelon soit un Dirac). La commande PID sur I’écart va
engendrer une commande proportionnelle & la variation de 'erreur via le module dérivateur. L’amplitude
de cette commande risque d’étre inadmissible en pratique. Une solution pour limiter ce phénomene est
d’appliquer ’action dérivée seulement sur la sortie du procédé d’ou le PID avec la dérivée sur la mesure
seule :

-1
U(z) = kpe(z) + kiTeils(z) ka 2

z
z— T,z — «

Y (2)

3. Méme remarque que précédemment mais cette fois sur la partie proportionnelle d’ou le PID avec I'action
proportionnelle et dérivée sur la mesure seule :

U(z) = kiTo——e(z) — {k pRaz= 1} Y(2)

z—1 PUT -«

Cette derniere solution est bien entendu la meilleure.

Correcteur PID numérique

YO0 0L fi el e
Y(2) kp_,_’:%dzi—l J

FIGURE 4.13 — Schéma d’un correcteur PID numérique industriel.
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4.3.1 Réglages de Takahashi pour un régulateur PID numérique filtré
La forme du PID utilisé est :

U) = kiT.—2e(z)— [kp n %Z;l} Y(z) PIouPID
U(z) = kpe(z) P
dont les équations récurrentes sont :
wp = up—y 4+ kiTe (Y5 = yr) — Kp (Yk—1 — yk) — 5% (Yr — 2yk—1 + yk—2) PLou PID
ug = ky (Y — k) I

Comme pour la méthode de Ziegler-Nichols, il faut alors soumettre le systeme a l'un des deux essais :
e un essai indiciel qui donne les valeurs de 7 et a,

e un essai en boucle fermée avec un gain K : on augmente K jusqu'a K, valeur du gain pour laquelle
on obtient une oscillation entretenue de période T..

TABLE 4.4 — Réglages de Takahashi pour un régulateur PID numérique filtré.

Méthode de pompage

Méthodes apériodiques
Boucle fermée

Boucle ouverte

Systemes stables ou instables Systemes stables, instables

en boucle ouverte ou intégrateurs

= gV
< + R )
0 + r’ Systéme ¥ . h Systéme  ——
0

LV Instable ou
intégrateur

— !
Tmc T T
P ky = 0.5K psc ko = s
P1 kp = 0.45K,s. — 0.5k;Te k, = 7G(de?5n) —0.5k;T.
' _ Kose _ 0.27
ki = 0.54%es ki = ooy
ky = 0.6K,s —0.5kT, kp = oy — 0-5kiT.
— Kose _ 0.6
P.ID ki = 125 ki = erosmoe
kd = %KOSCT()SC kd = %

Ces réglages sont en fait les coefficients qui minimisent lerreur >, €|
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4.4 Mise en ceuvre d’un asservissement

4.4.1 Anti-windup

Apres application du correcteur précédent, la premiere imperfection qui apparait est due aux non linéarités du
systeéme et en particulier les saturations de I'organe de commande (amplificateur, vanne, ...).

En particulier lorsque l'erreur est importante (démarrage par exemple), U'intégrateur intégre une erreur grande
et donc sa sortie est tres grande. Lorsque le systeme arrive a la valeur de consigne, l'intégrateur est encore
"plein” et donc le systeme dépasse largement cette valeur de consigne.

Commande
e
40 e ‘///
A  Consigne
\ /
30+ \ /
/ A | Sortie
t / \ / Rejet d'une perturbation
20 v W
/o
/ \"- N\
// A\ \\
\
10 - ) N —
/ \ A o~
o y -

L L L L
20 40 60 80 100 120

FIGURE 4.14 — Effet de I'absence de saturation sur le terme intégral.

Pour éviter ce phénomene deux méthodes sont de loin les plus utilisées, souvent simultanément :
e la mise en place d'un générateur de trajectoire (ex : bras de robot), afin que le systéme ne quitte pas
son domaine de linéarité.

Pente = ,ninante

e la mise en place d’un anti-windup qui limite la valeur stockée dans l'intégrateur pur au maximum de
commande admissible par le systeme.

Correcteur PID

's 3\
kp
kq 4
'd Y
W(p) + e(p) + +X + Y (p)
P S o B W R
| J
kaw u;
(. J
Anti-Windup

FIGURE 4.15 — PID classique avec anti-windup.
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4.4.2 Prédicteur de Smith

Dans le cas de systemes tres retardés, ce qui arrive souvent dans les applications industrielles, les méthodes
précédentes ne fonctionnent pas bien. En fait un réglage classique de PID conduit & un systéme plus lent en
boucle fermée qu’en boucle ouverte si le retard pur dépasse la moitié de la constante de temps dominante.

Soit G(z) un systéme tres retardé de la forme.

G(z) =Gi(z)z™"

Le principe de syntheése est le suivant : on synthétise un correcteur Cq(z) pour le systéme non retardé G1(z)
puis on adapte ce correcteur pour le systéme réel G(z).

MWQ}»CM@%»G@)W»Zn L

FIGURE 4.16 — Schéma idéal de correction de systemes tres retardés. Utopique car le retard pur n’est pas
dissociable du reste de la transmittance du systeme.

Bien que totalement irréalisable en 1’état car le retard pur n’est pas dissociable du reste de la transmittance
du systeme, calculons tout de méme la fonction de transfert du systeme présenté en figure 4.16.

Ci(z) G1(2)

M= amam

En introduisant la transmittance G(z), on obtient :

14+ Ci(z) Gi(2) — C1(2)G(2) + C1(2)G(2)
- Ci(2) G(2)

1+ Ci(2) Gi(2)(1 = 27") + Ci(2)G(2)
F(z) = e )

Ci1(2)
L+ = maoam k)

qui est de la forme : (G
C(2)G(z
F&) = 16060

En posant :

_ Ci(2)
1+ (1 — Z_n)Gl(Z)Cl(Z)

C(z) est un correcteur est parfaitement réalisable : voir schéma 4.17.

C(z)

Exemple de calcul de la boucle de retour du prédicteur de Smith avec Matlab Le systeme a
asservir présente un retard pur de 2 secondes :

1
Glp)= ———5—0c
p3 +4p2 + 3p
>> sysc=tf([1],[1 4 3 0]); % saisie de la fonction de transfert en p
>> sysd=c2d(sysc, 0.1, ’zoh’); % transformée en z avec un BOZ et Te = 0.1

==

retour = produit de la transformée du systéme sans retard par (1-z"-n)
>> retour=sysd*(1-t£(1,1,0.1,’0Outputdelay’,20));
>> [nu, del=tfdata(retour,’v’) % récupération du numérateur et du dénominateur

Note : la mise en ceuvre d’'un prédicteur de Smith implique de posséder un trés bon modele du systeme. Les
systemes présentant des variations de parametres ne peuvent pas étre corrigés par ce type de correcteur.
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Prédicteur de Smith

4 3\

o to—fawm ve) [| G1(2) || o }_F(L

(1 - 2"")Ga(2)

FIGURE 4.17 — Schéma d’un prédicteur de Smith.

Gain Discrete
Transfer Fen
Step
plis
[ Scaps
Gai Transfer Fon Transport
Hold Delsy
Zerc-Pole
Réglage sur systéme retarde
Disorate
Transfer FenZ
Scopet
Zero-Ovder Transfer Foni
Hold1
Step1

Ko/ Taiz-1)
{z0.1)
Disaete
Zero-Folet

Réglage sur systéme sans retard

Gaind

Disorete
Transfer Fon2

Scopel

Zero-Order  Transter FenZz  Transport
Held2 Delay1

Prédicteur de smith

Disorate
Transfer Fon1

FIGURE 4.18 — Performances d’un prédicteur de Smith.
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4.4.3 Algorithme

Le cadencement d’une routine d’asservissement est donné en figure 4.19. Lors de la réalisation du logiciel de
commande, deux points sont importants :
e La minimisation du temps entre échantillonnage des capteurs et sortie des commandes. En effet, toute

CHAPITRE 4. TRANSPOSITION DES CORRECTEURS ANALOGIQUES

la théorie de la commande échantillonnée suppose que ce temps est nul!

e La minimisation des variations de période d’échantillonnage. La encore, T, est supposé constant.

Signal
d’horloge A

taches

interruption

Le cas A de la figure 4.20 est presque idéal. Le cas B est le cas limite, le retard pur introduit par le temps de
calcul est de T,./2. Si le temps de calcul est vraiment trop important, il vaut mieux attendre le coup d’horloge
suivant pour envoyer la commande. Bien entendu ce cas introduit un retard pur dans le systéme qui doit étre
pris en compte au moment de la synthése (cas C). Un peu d’astuce permet presque toujours de se ramener au
cas D ol tout ce qui peut étre pré-calculé pour la commande suivante I’est juste apres la sortie de la commande

€n cours.

A Tem

FIGURE 4.19 — Cadencement d’une routine de régulation.

lcul

Tem

Icul

L

B 'Temps de calc; '

emps de calcu

Y

Temps de calcul

emps de calcul

[ [

Y

D

Tem calcul

Tem calcul

Y

FI1GURE 4.20 — Répartition du temps de calcul.

\j
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Fonction interruption PID( : void) : void

Fin

result : void
/* Mesure de la sortie */

yn < CAN;

/* Calcul de lerreur */

En  Wn — Yn;

/* Calcul des termes du PID */
D — Kpen ;

dp, — Kalen —en-1);

in < in—1 + Kien;

/* Calcul de la commande */
Up <= Dp +dn + 1 ;

/* Modele de l'actionneur */
Si (vn, < Uiny) Alors

Uy, < Usnys; /* Commande réelle = saturation basse */

Sinon
Si (v, > Usyp) Alors

‘ Up, < Usyp; /* Commande réelle = saturation haute */
Sinon
Up 4= Uy ; /* Commande réelle = commande PID */
Fin Si
Fin Si

/* Sortie de la commande */

CNA < up;

/* Désaturation du terme intégral */
Ip < U + Up — Uy ;

/* Mise & jour des variables */

En—1 < €En;

in—l <~ in;

Algorithme 1: Algorithme de PID classique avec anti-windup.

65



66

CHAPITRE 4. TRANSPOSITION DES CORRECTEURS ANALOGIQUES



Chapitre 5

Syntheses a temps d’établissement fini

5.1 Synthese en z de correcteurs

5.1.1 Exemple idiot... mais riche d’enseignements
Soit & corriger un systeme G(z) :

B (z—2)(z—0.5)
CC) = oG -8 -1

On se propose de créer un correcteur parfait, c’est-a-dire, la compensation parfaite du systeéme par le correcteur
C(z) soit :

1 (24+07)(2—0.8)(z—1)
CE) = = e-2k-05)

—— G(z) =1

C’est bien un systeme parfait, il est méme inutile de boucler! Bien entendu cela ne peut pas fonctionner et ce
pour deux raisons.

Stabilité
Ui) (2407)(z—-0.8)(z—1)

oe(z) (z—=2)(z—0.5)
Inutile de se lancer dans une étude, le correcteur C(z) est ostensiblement instable & cause du pdle en 2, donc
extérieur au cercle unité.

Causalité Etudions I’équation récurrente de ce correcteur :

_ U(z) _ (z+0.7)(2—0.8)(z — 1)
e(z) (z=2)(z—0.5)

donc
U(2)[(z—=2)(z—0.5)] =¢e(2)[(z 4+ 0.7)(z — 0.8)(z — 1)]

U(2)[z% =252 +1] = e(2)[2® — 1.1 22 — 0.46 2 + 0.56]

En multipliant droite et gauche par z =2

U(Z)[1 —2527" + 272 =¢(2)[z — 1.1 —0.462"" 4 0.56277
U(z) =e(2)[z — 1.1 —046271 +0.56272] +U(2)[2.527! — 277

En revenant a l'original :

u(k)=¢e(k+1)—1.1e(k) —0.46 e(k — 1) + 0.56e(k — 2) + 2.5u(k — 1) —u(k — 2)

67
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u(k) est une fonction de la commande & U'instant suivant £(k + 1)! Ce correcteur n’est pas causal, il est donc
impossible a réaliser.

Les syntheses de correcteurs numériques conduisent souvent a des correcteurs non causaux et/ ou instables, il
faut donc systématiquement vérifier :

e la causalité

e la stabilité

La méthode précédente ayant échoué, on se propose de réaliser un autre correcteur pratiquement aussi ”idéal”
que le précédent mais utilisant le bouclage.

FIGURE 5.1 — Systeme bouclé.

Premiére tentative :

C’est encore impossible!

Deuxieme tentative : La perfection étant impossible a atteindre, essayons de déterminer un correcteur qui
rendrait le systéme corrigé équivalent a un retard pur. La sortie suivrait parfaitement ’entrée mais décalée
d’une période d’échantillonnage.

On résout donc :

z
C =
®=ema—
Application numérique :
5022 — 5z — 28
= . 4 _—
0 =005 s

causalité : oui
stabilité : non (poles en 0.5 et 2!)

Le résultat de cette correction est présenté en figure 5.2. Comme prévu le systeéme est bien instable, mais
observez que la réponse continue du systeme passe bien par 1 aux instants d’échantillonnage !
Essayons de formaliser un peu plus cette approche a ’aide des syntheses a temps d’établissement fini.
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Réponse du systéme a un échelon avec un correcteur pile instable

i

N

o
5
T

N
T
%

amplitude de la sortie

b
o wn
i

05 1 i i L i L
0

FIGURE 5.2 — Réponse du systéme a un échelon.

5.2 Syntheses a temps d’établissement fini

Un systeme est dit ”& temps d’établissement fini” lorsque son erreur €*(k) = 0 en un nombre fini de périodes
d’échantillonnage, I'entrée étant un polynome en t spécifié (le plus souvent un échelon : t°).

e(k)

Temps d’établissement fini

Temps d'établissement infini

FIGURE 5.3 — Comparaison de l'erreur permanente entre un systeme a temps d’établissement fini ou infini.

Définition Un systéme est dit & temps d’établissement fini si ’erreur €*(¢) s’annule en un nombre fini
d’échantillons, pour une entrée w(t) = t™ spécifiée.

Corollaire &(z) est donc un polynéme en z (donc pas une fraction rationnelle) !.

La transformée en z de w(t) = t™ est de la forme? W(z) = % avec Wy (z) polynéme en z de degré

d <m.

_ W) - F(2))

E(Z) = W(Z) - Y(Z) = W(’Z) [1 - F(Z)] (1 — Z_l)m+1

(5.1)
ol F'(z) est la transmittance en boucle fermée.

Wrn()(A-F(2) . 4 ; 9 g _ : _ —1lym+1
Pour que == =5y777~ soit un polynome il faut et il suffit que 1 F(z) contienne (1 —271) en facteur,
donc 1 — F(z) s’écrit sous la forme :

1—-F(z)=(1-2z"H""EK(2) (5.2)

1. Calculons €(z) de la figure 5.3 par la formule de définition de la transformées en z (2.13)
e(z) = €0 + €127 +£2272 : c’est bien un polyndéme.
2. voir eq. 2.11 page 27
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ot K(z) est un polynome.

Pour vérification, appliquons le théoreme de la valeur finale :

=0

o . _ . L Wa(2)(1 = F(z . W) (1 =2z YLK (2
tl_lfgog (t) = ll_>r111(1 27 Ye(z) = ll_%(l —z7) (]\i(_)i1)m+(1)) = ll_ﬁr}(l -z v 2§ — 21)1)71+1 &
5.2.1 Synthese a temps d’établissement minimal absolu

Définition Un systéme est dit a temps d’établissement minimal lorsque le degré de £(z) est minimal.

En reprenant les équations (5.1) et (5.2)

W) - F(2)

(2) =~y it = W (2K ()

Si K(z) = 1, alors le systeme est dit minimal absolu. Dans ce cas :

1-F(z)=(1—z"1)m*!

e(2) = Wn(2) =wo +wiz ™t +waz 2 + ... +wgz?
Donc £*(t) s’annule pour ¢t = (d + 1)T,

Le correcteur C(z) est alors :

1— (1 _ Z*l)m+1

O = m e

Remarque 1 : Le correcteur compense les poles et les zéros de G(z) donc cette méthode de commande ne
s’applique qu’aux systémes ne possédant que des poéles et des zéros stables!
Remarque 2 : seul £*(¢) s’annule, pas £(t)!

nle

_{
y

FIGURE 5.4 — L’erreur échantillonnée est bien nulle mais I’erreur continue ne ’est pas.

5.2.2 Syntheése a temps d’établissement minimal non absolu

Si le systeéme modélisé par G(z) possede des pdles ou des zéros extérieurs au cercle unité, la synthese & temps
d’établissement minimal absolu n’est plus applicable. La syntheése en temps d’établissement minimal consiste
alors a chercher K (z) de degré minimal respectant les deux conditions suivantes :

e F'(z) doit posséder parmi ses racines les zéros de G(z) extérieurs au cercle unité

e 1 — F(z) doit posséder parmi ses racines les poles de G(z) extérieurs au cercle unité
Démonstration : posons

ol BY(2),B~(z),A%(2), A~ (2) sont des polynomes tels que :
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B7T(2) contient tous les zéros de G(z) intérieurs au cercle unité (dits "stables”)
B~ (z) contient tous les zéros de G(z) extérieurs au cercle unité (dits ”instables”)

ainsi que les retards purs du systeme

AT(z) contient tous les poles de G(z) intérieurs au cercle unité (stables)
A~ (z) contient tous les poles de G(z) extérieurs au cercle unité (instables)

_AT()A(2) F(2)

CE) = BB () 1= F()

Comme C(z) ne peut pas contenir B~ (z) au dénominateur (poles instables) alors F'(z) doit contenir en facteur la
partie instable B~ (z). De méme, C(z) ne peut pas contenir au numérateur A~ (z) (ce serait de la compensation
de pdles de G(z) instable!) donc 1 — F(z) doit contenir en facteur A~ (z).

Remarque : les poles et zéros sur le cercle unité sont a considérer comme instables.

Le probléme posé se rameéne a la résolution de 3 équations :

F(z) = B (z)L(2) (non compensation des zéros instables par le correcteur) (5.3)
1-F(z) = A (2)J(2) (non compensation des pdles instables par le correcteur)
1-F(z) = (1-2zYH""K(2) (temps d’établissement fini) (5.5)

avec L(z), J(z) et K(z) des polyndmes & déterminer. En posant K(z) = A~ (2)K’(z), les 3 équations précédentes
se condensent en :
qui se condense en :

F(z) = B7(2)L(») (5.6)
1-F(z) = (1—-2z"Hm™MA"(2)K'(2) (5.7)
(5.8)

Cela revient a résoudre 1’équation diophantienne

(1 -2 A~ ()K'(2) + B (2)L(2) = 1

Le correcteur s’écrit alors :

1 F(z)
¢lz) = systéme 1 — F(2)
Cl) = gi (2)A™(2) F(z)

z B~ (2)L(z)
z) (1 =2z H)ym+l A= (2)K'(2)

~(2)
2)B=(2)1—F(z)

“(2)

~(2)

_ A*(2)L(2)
B ) (1= 2 )" K (2)

C(z)

Si la résolution donne
K(2) = A" (2)K'(2) = ko + k127" + ko272 + +hp2z ™"

alors
e(2) = Wn(2)K(2) =0+ e12 L+ 0272+ -+ egnz @

Le transitoire est bien de durée finie, mais de d + n + 1 périodes d’échantillonnage.
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5.2.3 Réponse pile

La réponse pile est un cas particulier des systemes a temps d’établissement minimal non absolu.

Définition Un systeme est dit a réponse pile lorsque la sortie continue atteint son régime permanent pour
une entrée canonique en un nombre fini d’échantillons.

Conditions Pour pouvoir réaliser un correcteur & réponse pile pour une entrée de type w(t) = ™, il faut que
le systeme présente au moins m intégrateurs purs.

FIGURE 5.5 — Principe et signaux de la réponse pile.

La figure 5.5 montre un exemple classique avec les différents signaux. On veut, pour une entrée en parabole ,
que la sortie soit une parabole. Le systeme présentant deux intégrateurs purs, il faut que la sortie du correcteur
soit une constante au bout d’un certain temps (le temps d’établissement).

Puisque la sortie du correcteur est constante au bout du temps d’établissement, cette sortie s’écrit comme la
somme d’un nombre ¢ fini d’échelons soit :

q .

iz U .

U(z) = Z lu_zz_l =1 ivii)l avec Up(z) : polynéme en z
i=0

La sortie du systeme en boucle fermée est :

 Un(2) Bt (2)B™ (2) ~ Wa(z)
YOI = T meaea-or - G- £
. FT en B.F
sortie systeme décomposé en entrée en t"™

correcteur num, den et IT purs?

Aprés simplification des termes en (1 — 27!) la deuxieéme partie de I’égalité devient :

Un () gy = WP ()
H(2)A™ (2
Un(z) = WN(z)F(z)I;((Zég((Z))

Un,F,Wy, AT, A~ B* B~ étant des polynomes, il vient immédiatement que F s’écrit :

F(z) = BY(2)B™ (2)L(2)

ot L(z) est un polynéme.
La synthése revient donc & déterminer deux polynoémes L(z) et K(z) (K(z) = A~ K'(2)) tels que :

1-F(z) = (1—2zYH"1A7(2)K'(2) (5.10)
F(2) BT (2)B~(2)L(2) (5.11

3. Seuls les m intégrateurs purs nécessaires sont extraits de A, si le systéme présente plus d’intégrateurs purs, ceux-ci sont
/ z 7’ Lz .
donc dans A~ | sans perte de généralité dans le raisonnement.
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Ce qui revient a résoudre 1’équation diophantienne :
(1— 2" A~ ()K" (z) + BT (2)B~ (2)L(2) = 1

Le correcteur s’écrit alors :

1 F(2)
C(Z) - Systéme 1-— F(Z)
A R)AT (1= F(2)
Clz) = B ()B~(s)  1-F(2)
@A@Y BHOB (L)
Bt(2)B~(2) (1 =27 A~ (2) K (2)
C(z) = L)

(1= DK'(z)

5.2.4 Applications des syntheses a temps d’établissement fini

e Applications sur systémes physiques
— Rares

73

(5.12)

(5.13)
(5.14)

(5.15)
(5.16)

— Peu de systemes restent linéaires avec de telles commandes avec 1’exception notable de la boucle de

courant dans le cas de ’asservissement des machines a courant continu.
e Applications sur systémes informatifs
— Plus courantes

— Pas de physique, tout reste numérique donc pas de probleme entre les instants d’échantillonnage par
exemple les observateurs (voir cours de deuxiéme année) ou le contrdle des systémes d’information.
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5.2.5 Exemples de réponse pile

Le systeme continu étudié est :
5

TMp) = ———
W)= 75,75

Pour T,.=1s, sa transformée en z avec un bloqueur d’ordre 0 est :

0.9858z + 0.4557

T p—
(2) = 21030625 1 0.1353

Le correcteur ”"pile”, calculé pour avoir une erreur a 1’échelon d’entrée nulle est :

~0.69372% + 0.2124z + 0.09388

C
»(2) 22 — 0.6839z — 0.3161

Le correcteur pour avoir un temps d’établissement minimal est :

_ 22 4+ 0.3062z + 0.1353
~0.985822 — 0.5302z — 0.4557

Cem(2)

05

Réponse pile Réponse a temps d’établissement minimal

FIGURE 5.6 — Comparaison des commandes et sorties pour un correcteur ”pile” et a temps d’établissement
minimum : 7,=0.5s.

0.8

06}

0.4

0.2

Réponse pile Réponse a temps d’établissement minimal

FIGURE 5.7 — Comparaison des commandes et sorties pour un correcteur ”pile” et a temps d’établissement
minimum : T,=1s.
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5.3 Résolution de ’équation diophantienne

Quelle que soit la méthode adoptée pour le calcul du correcteur (Zdan, pile RST, ...), cela revient & la résolution
d’une équation diophantienne de la forme :

AX+BY =C

ou: A, X, B, Y et C sont des polynémes en z~*

Cette équation n’admet de solutions que ssi :

Ad°X+d Y +1=maz{d" AX,d"BY,d"C,} (5.17)

S’il existe une solution alors :

d°'B-1

>
> d'A-1

Ces conditions étant respectées, deux cas peuvent se présenter :

I’équation est I’équation est
réguliere non réguliere
d°’C<d"A+d"B d°C>d"A+d°B
Solution minimale en X Solution minimale en Y
d°'X=d"'B-1 d°X=d"'B-1 d°X=max{(d°"C—-d"A),(d"B-1)}
d°Y=d"A-1 d°Y=max{(d"C—-d°B),(d"A-1)} d°Y=d"A-1

Soit

(aptarz 4 Fanz ") (xotar 27 Az TF) A (bo b1z T b 2T ™) (Yot yr 2T - Az T = coterz T ey TP

ou p < n+sup(k,l)

Par identification terme & terme :

apxo + boyo = co
a1xo + agr1 + biyo + boyr = ¢
aaTo + a171 + apx2 + bayo + b1y1 + boy2 = c2

soit sous forme matricielle :
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ap 0 0 bO 0 0
ay Qo bl bO [ Co 1
ag ap . 0 by b 0 [ 2o ]
ag b2 . bO
an a ; by T
max(n+km+1)+1 . =
0 Qp : : Yo Cp
b : 0
0 an, L Yi |
(- 0 -
0 0 0 b
L k+1 I+1 i

Pour que cette matrice soit inversible, il faut que

max(n+km+0)+1=k+1+1

Ce qui correspond a I’équation 5.17. Si toutefois cette derniere condition est respectée mais que son déterminant
est nul, c’est que les polynomes A et B ne sont pas premiers entre eux.

Exemple 1 Soit a résoudre :

(142271 =322 - 27HX 4+ (0.54+0.01z7 )Y =1

d'C ? d°"A+d°B (5.18)
0 < 3+1 (5.19)
I’équation est réguliere donc :
d°Y = d°A—-1=2
d'X = d'B-1=0

(142271 =322 =273 (zo) + 2+ 32 Dy + 112 +pz ) =1

soit sous forme matricielle :

120 0]/ a 1
2320 |w| |0
3032wl |o
100 3| w 0

%o [ _0.7207

wo | | 0.8649

v || —0.5676

v | —0.2432
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Exemple 2 Soit a résoudre :

(1422713272 - 279X+ (0.5 +0.01z27)Y =0.7272 4 0.9272 + 2 7*

I’équation est non réguliere. On choisi la premiere forme :

d°Y = d°'A-1=2
d°X = max{(d"C—-d°A)},(d"B—1)=max{(4—3,0)} =1

(1+2271 =322 — 273 (wo + 2127 ) + (0.5 +0.0127 Y (yo +y127t + 1027 2) =0.7272 409272 4 27*

soit sous forme matricielle :

1 0 05 0 ola] [o ]
2 1 001 05 0| m 0
3 2 0001 05| |y |=]07
1 =3 0 0 00l ||wm 0.9

o1 0 0 o |w]| |1 ]

2o | [ 22030 ]
= ~1.0000
v | = | —4.5860
" —7.0803
e || 192006

Si on avais choisi le deuxieme forme :

d°X = d°'B-1=0
d°Y = max{(d'C—-d"B)},(d"A—1)=max{(4—-1,2)} =3

(142271 =322 — 27)(20) + (0.5 + 0.0127 M) (yo + y1z " +yo2 > +y32 ) = 07272409272 + 274

soit sous forme matricielle :

1 05 0 0 0 o 0
2 001 05 0 0 Yo 0
-3 0 001 05 0 pw | =107
-1 0 0 00l 05 Y 0.9
O 0 0 0 001 Ys 1
2o | | —0.4958 ]

Yo 0.9916
yi | = | 1.9634
s —1.6140
ys 0.8407
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Chapitre 6

Méthodes de commande avancées

6.1 Choix des poles en boucle fermée

C’est un choix qui ne peut étre fondé que sur des considérations physiques, on n’asservit pas de la méme
facon un avion de combat et un avion de ligne! Quelques regles peuvent pourtant étre données, vous saurez les
adapter a votre cas particulier.

Si vous avez correctement choisi votre fréquence d’échantillonnage et que votre cahier des charges n’est pas
utopique, les poles de la fonction de transfert en boucle ouverte sont a peu pres dans la zone grisée de la figure
6.1.

FIGURE 6.1 — Emplacement des podles en boucle ouverte.

En boucle fermée, vous pouvez espérer accélérer le systeme d’un facteur 3 a 10. Apres cela, vous quitterez le
cadre de I'hypothese fondamentale de ce cours : le systeme est linéaire.

79
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6.2 Méthode de Zdan

Les méthodes a temps d’établissement fini conduisent le plus souvent a des correcteurs qui génerent des com-
mandes trop importantes. Tous comptes faits, on cherche rarement d’aussi bonnes performances pour le systeme
bouclé. En général, une amélioration d’'un facteur 3 sur le temps d’établissement et une erreur statique voire
de trainage nulle sont suffisantes, compte tenu des saturations du systeme.

La méthode de Zdan propose de calculer un correcteur tel que le systéme en boucle fermée se comporte comme
un systeme du second ordre de pulsation propre w, et de facteur d’amortissement £ donnés.

6.2.1 Principe

On impose au systeme bouclé :
e en régime transitoire : un comportement type second ordre (w,, et &)
e en régime permanent : erreur nulle pour une entrée canonique w(t) = t"™ et éventuellement une erreur
donnée pour wy (t) = t™*+1. Exemple : erreur nulle & I’échelon, erreur spécifiée pour une rampe.

La transmittance a asservir est mise sous la forme suivante : !

BT (2)B~(z
(1—271)!A%(2)A"(2)

G(z) =

ot Bt (z),B™(z), A*(z), A= (z) sont des polynomes tels que :
B*t(z) contient tous les zéros de G(z) intérieurs au cercle unité (dits ”"stables”)
B~ (z) contient tous les zéros de G(z) extérieurs au cercle unité (dits ”instables”)

ainsi que les retards purs du systeme

AT(z) contient tous les poles de G(z) intérieurs au cercle unité (stables)

A= (z) contient tous les poles de G(z) extérieurs au cercle unité (instables)

6.2.2 Correcteur de Zdan

Le correcteur est décomposé en trois parties, sous la forme :
C(Z) = 01(2) CQ(Z) Cg(z)

C1(z) doit annuler erreur permanente, compte tenu des [ intégrateurs purs déja contenus dans G(z)
donc, en 'absence de perturbations? :

1
i) = gy
C3(z) doit compenser les poles et les zéros stables de G(z)
donc :

C5(z) doit imposer le comportement en boucle fermée et comporte au moins autant de parameétres que de
spécifications a satisfaire.
Posons :

_ Au(z)
AQ(Z)

C3(2)

A1(z) et Ag(z) polynémes en z.

1. La synthése en z est parfaitement possible mais conduit & des erreurs faciles & éviter en utilisant la forme en z—1.

2. En cas de perturbations, le nombre d’intégrateurs purs ne suis pas la formule donnée. Reportez-vous au §3.4.
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Donc C(z) est de la forme :

1 AT ALY

(1—zymti-l  Br(z-1)  Ay(z 1))
—_—— — ——
erreurs compensation dynamique

C(z) =

La transmittance en boucle ouverte s’écrit alors :

B_(z)Al(z)
(1 =271 A= (2)A(2)

C(z) G(z) = C1(2) Ca(2) Cs(2) G(z) =
La transmittance en boucle fermée est :

C(x)G(z)  _ B~ (2)A1(2) _ Ne(2)

— 1
(2) = 1+C(2)G(z) (1 —2"Y)ymt1A~(2)As(2) + B=(2)A1(2)  Dr(2)

En écrivant 1’égalité des dénominateurs on obtient :

Dp(z) = (1 — 2™ A (2)Ag(2) + B~ (2)A1(2) (6.1)

Choix de Dp(z) Comme indiqué précédemment, on cherche un comportement de type second ordre. Aussi,
Dp(z) sera de la forme :

Dp(z) = (14+p1z~ " +p2z?)

poles dominants

p1 = —2etwoTe cos(wTLy/1 — £2)

e—28woTe.

avec :
P2 =

Résolution de I’équation 6.1 La méthode de résolution de cette équation est donnée au §5.3 page 75.

Quelques remarques

Remarque 1 : En prenant Dgp(z) = 1 on retrouve le correcteur astatique.

Remarque 2 : Rien dans la méthode de syntheése n’oblige a choisir un comportement en boucle fermée de type
second ordre, ordre 1 ou 3 ou n marchent aussi, on parle alors de méthode du modele. Le degré de D(f) n’influe
pas sur la complexité du correcteur, tant qu’il reste inférieur & d° (1 —271)™ A7 (z)) +d° (B~ (2)).
Remarque 3 : En utilisant la décomposition en z~! vous verrez apparaitre les retards purs du systéme. Ceux-
ci ne sont pas compensables, en effet un systéme ayant n retards purs ne répondra jamais en moins de n
échantillons. A ce titre, les retards purs doivent figurer dans B~ (z) et se retrouveront dans la fonction de
transfert en boucle fermée : Np(z) = B~ (2)A4(2).
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6.2.3 Rappels sur les systemes du second ordre

Voici quelques relations pour la détermination des poles :

TABLE 6.1 — Caractéristiques temporelles d’un systeme du second ordre.

Dy pS= ¢ - -
1
H(p) = > 3
1+7Ep+p72 NX-"T-" - T1T-"--r-—71--[-- N
w 1 +5%
0 w3 \
90% ~ = = { l
| |
/‘ |
| I
7 N 3 | |
Temps de réponse a 5% Trs% ~ g0 [ ;
|
I
| |
|
Temps de montée Tom = # / | |
(10 & 90% de la valeur finale) woy/1=¢ ! !
I
en 10% - | :
: 4 - I | t
Premier dépassement D; =100e vi-¢? R |
| I 2
I Tm I
« > Tr59%
16 : | 10 %
* N Im
14} /// \\\ 2 , § 08r \\ A
i | *_ \
: \ 06 N |
12} ) iy i ™~ |
| ) AN \
i y PN 041 ™ |
1t L ////—"‘E_J" ! ; > - — o2 . |
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06 i 1 //
/ /
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FIGURE 6.3 — Relation entre dépassement et position des podles dans le plan complexe.

TABLE 6.2 — table
Valeurs approximatives de I’angle 1 des poles et du dépassement indiciel en fonction du coefficient d’amortis-

sement &.
& 1 Dépassement
1 0° 0%
0.707 45 5 %
0.45 60 20 %

0.20 80° 50 %
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6.3 Commande RST

FIGURE 6.4 — Principe de correction par correcteur RST. V' (z) est une perturbation de charge, P(z) est une
perturbation de sortie.

La forme générale de la loi de commande d’un correcteur de type RST est : (voir schéma 6.4)

S(2)U(z) =T(2)W(z) — R(2)Y (2) (6.2)
donc :
TGy, RG)
U() = 5 W) - 5 Y () (63)
La sortie du systéeme bouclé est donnée par :
B BE v e
Afin d’alléger les notations, les arguments des polynémes ne seront plus notés.
En réécrivant (6.2) et (6.3),
SU(z) = TW(z)—RY(z) (6.4)
AY(z) = BU(2)+BV(z)+AP(2) (6.5)
Explicitons U(z) :
ASU(z) = AT W(z)—ARY(2)
ASU(z) = AT W(z)—BRU(z)—BRV(z)— AR P(z)
(AS+BR)U(z) = AT W(z)—BRV(z)— AR P(z)
Ulz) = AS:l—TBR S AS]iRBR Vi) - ASiRBR P) (66)
et Y(2)
ASY(z) = BSU(z)+BSV(z)+AS P(z) — AR Y (2)
ASY(z) = BT W(z)—BRY(2)+BSV(z)+ AS P(z)
(AS+BR)Y(z) = BT W(z)+BSV(z)+ AS P(z)
Y(z) = ASﬁTBR W) = ASiSBR Viz) - ASﬁSBR @) (6.7)
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6.3.1 Synthese de la loi de commande RST

Synthése par placement de poles On cherche une loi de commande U(z) telle que le systéme en boucle
fermée ait une fonction de transfert modele donnée de la forme :

B (2)
F,(z)=
(2) A )
or, d’apres 6.7 et en supposant V=P =0
BT
Y(2)= ——-W 6.8
()= 455"V ) (638)
Il faut donc réaliser :
BT B,
AS+BR A, (6.9)

Compensation des zéros Afin de simplifier les calculs mais surtout afin d’obtenir une fonction de transfert
d’ordre le plus faible possible, on cherche & compenser les poles et les zéros.
Posons :
B=BtB~
ou :
Bt contient tous les zéros de G(z) intérieurs au cercle unité (dits ”stables”)
B~ contient tous les zéros de G(z) extérieurs ou sur le cercle unité (dits "instables”)

Note 1 : afin d’obtenir ultérieurement S sous forme monique on prendra BT sous forme monique.

Note 2 : concernant les retards purs, ceux-ci étant impossibles & compenser ils font donc partie de B~, car le
systeme ne peut réagir plus vite que son retard pur.

B~ ne pouvant étre en facteur de AS + BR (compensation interdite) il faut que B~ divise B,,, donc :

B, = BiB»:n
BT peut étre un facteur de AS + BR (compensation permise) il devra dans ce cas diviser aussi S, donc :
S =B*ts
Réécrivons ces résultats, (6.9) devient :
BTB™T B~ B!

BT(AS"+B~R)  An (6.10)

en simplifiant :
T B!
_— =T A1
AS"+B-R A, (6.11)

Ce qui implique que :
T = AB., (6.12)
AS"+ BTR = AjA, (6.13)

ol Ap est un polynéme donné dit polynéme observateur par analogie avec la commande par retour d’état
(Cours commande avancée 2A).
Le polynéme caractéristique de la boucle fermée est alors :

AS + BR = Bt AgA,, (6.14)

: . . , . <cité .
Remarque 1: Ag contient les modes de la boucle fermée qui ne seront pas excités par le signal de commande,
par contre ces modes seront excités par une perturbation !

Y
W

BT BA\B,, BB,

_ . —m

vy AS+BR BTAA, A, A,

Sy

Par contre :

‘ _AS  AB*S  AS
wev—o AS+BR _ BTAgA, AoAn,

Y
P
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Remarque 2 :
U AT AAgB., AB!,

Wlp_y_o AS+BR BYAyA, BYA,

Les zéros stables du procédé apparaissent comme des poles de la fonction de transfert de W vers U ce qui peut
étre néfaste (exemple poles stables & partie réelle négative).

Annulation de erreur statique vis-a-vis des perturbations Ce qui suit n’est valable que pour une per-
turbation P, si la perturbation est en V' (voir schéma 6.4), le raisonnement reste identique mais les intégrateurs
purs du systeme (I) ne peuvent étre pris en compte, car pour annuler ’erreur U'intégrateur doit étre situé entre
I’entrée de perturbation et ’erreur.

La fonction de transfert de la boucle est :

[ BR B™R
TAS T AS
Pour annuler une erreur statique d’ordre m il faut que Fy ait m + 1 intégrateurs purs (échelon : m=0, 1 IT

pur).
La fonction de transfert du procédé possede déja [ poles en z = 1 donc :

Alz) =1 —z"HlatAa-
Pour que Fj, posséde m + 1 poles en z = 1, il faut que S’ soit de la forme :
S/ — (1 _ Z—l)nH—l—ls{
I’équation diophantienne (6.13) devient :

(1—2"Hm™TSIATA™ + BTR = AgA,, (6.15)

6.3.2 Choix des polynémes A,,, B,, et Ay
Am

C’est le dénominateur de la fonction de transfert voulue. Il contient donc les poles voulus. Comme pour la
méthode de Zdan, on les choisit plutoét de la forme deux poles complexes conjugués dominants et n poles
négligeables.

B,

La encore comme pour la méthode de Zdan, B,, doit contenir tous les retards purs du systeme a corriger. Il
contient aussi tous les zéros dit ”instables”, c’est-a-dire extérieurs au cercle unité.

B,, peut aussi contenir d’autres zéros, en particulier ceux qui, tout en étant intérieurs au cercle unité, ont une
partie réelle négative. S’ils sont compensés, donc au dénominateur du correcteur, la commande du systéme
présentera une réponse indicielle alternée rapide, peu appréciée des systeémes (voir fig. 3.8 ).

Ao

Le polynéme d’” observation” Ay est, en général, choisi égal a 1, on a alors une dynamique identique en asservis-
sement et en régulation. On peut aussi le choisir de la forme (1 —az~1). Dans ce cas, on filtre les perturbations,
la réaction de ’asservissement sera plus ”"douce” mais plus longue.

6.3.3 Cas particuliers du correcteur RST
Le correcteur série

En choisissant T' = R on obtient le correcteur série de la forme

R(z)

& =50

En reprenant 6.12
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Si on compense les poles stables du procédé a l’aide de Ay le polynome d’observation :

Ay = At
donc,
R=A"B],
et I’équation diophantienne (6.15) devient :
(1—2"YYymt1S|ATA~ + BTATB!, = AT A, (6.16)
soit,
(1—2"HYmHA=S, +B B, = A, (6.17)

qui est en fait ’équation diophantienne de la méthode de Zdan en posant :

Ai(z) = Bp(2)
Aq(z) = S1(2)

Le correcteur avec modele

En choisissant T'= Am, la fonction de transfert entre W(z) et Y (z) devient

Y(z)

Ce qui, la plupart du temps se réduit & B~ (z), soit les retards purs du systéme (et éventuellement les zéros

extérieurs au cercle unité). Cela revient donc & une synthese de type réponse pile. Afin d’éviter des commandes
(U(z)) trop importantes, on place un modele de référence en amont de T'(z) : ggg
Ainsi, la dynamique de réjection de perturbation est fixée par le choix de A,,(z), la dynamique d’asservissement

est elle fixée par le choix de 11\3[53

— B~ (2)B),(2) = Bu(2)

V(z) P(z)

p
Ye(2) [N W(z) + U(2)4x B 4wy Y(2)
26 o O 58 O——

. J
| J
BF(z) = 524
Y N _
V- = B3 B ()

FIGURE 6.5 — Principe de correction par correcteur RST. V(z) est une perturbation de charge de type échelon.
P(z) est une perturbation de charge de type rampe
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Chapitre 7

Conclusion

7.1 Choix de la méthode de correction

Vaste sujet! Le choix n’est malheureusement pas tranché mais voici quelques idées, présentées a travers un
exemple, a adapter a votre probleme particulier.

Soit & asservir le systeme :

1

Gpo(p) = .
(1+ %ﬁp+ z—g) (1+7p)

On souhaite avoir en boucle fermée un systéme environs trois fois plus rapide, un dépassement inférieur a 5%.
Soit

7.1.1 Exemple 1 : le systeme est sur-échantillonné

G(z) = 4.991e—00922+1.992¢—008244.972e—009
- 23-2.9922212.9852—0.9925
e Description des poles demande une grande précision

numérique
e Virgule fixe : insuffisant — travail en flottants.
e Compensation des poles et zéros peu robuste
e — PID
— Peu de termes dans le correcteur — temps de
calcul \
— Naturellement robuste

poles en BO /\ | poles en BF &

89
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7.1.2 Exemple 2 : échantillonnage type Biihler

G(Z) — _0. 128822 +0.25042+0.03127
23—0.918322+0.3882—0.05931

e Bonne description des poles.
e Virgule fixe : suffisant.
e Compensation des poles et zéros OK
e — RST
— Choix des poles en BF tres ouvert
— Possibilité de ”découplage” asservissement -
régulation

poles en BO /A | poles en BF &

7.1.3 Exemple 3 : sous-échantillonnage

G(z) = 1.0222 —0.0091262+0.0003664
2340.011162240.000209z —2.862¢—007
e Poles en BF proches de 0.

e Virgule fixe : suffisant.
e Compensation des poles et zéros OK
e — Pile
— Autant viser des poles en zéro (retards purs)

poles en BO /\ | poles en BF &
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96 ANNEXE A. TABLES DE TRANSFORMEES
TABLE A.1 — Table des transformées de Laplace et en z usuelles.
X(p) x(t) X(z)
1 5(t) 1
e~ Flep ot — kT) 2k
1 z
1 H(t) =
1 T.z
1 —at —z _
pta € z—e—aTe
1 —at T.ze Te
ra) te Goe T
1 1 — et/ (1—e~Te/m)z
p(1+7p) (z=1)(z—e~Te/T)
1 . —t/T Tz T(1—e Te/T)z
) t-TtTe G=1’ ~ G-DG=eT/7)
1 _ N, —t/T z_ z _ T.zeTTelT
p(14+7p)? 1 (1 + 7')6 z—1  z—eTe/m  r(z—eTe/T)?
w . zsinwT,
p2+w? sin wt 22—2zcoswT,+1
D z(z—coswT)
p2+w? cos wt 22—2zcoswT,+1
w —at &3 ze~Te gin WT,
(pt+a)?+w? € sin wt 22—2ze~Te cos wT,+e—2aTe
p —at 22 —ze e coswT,
(pta)?+w? ¢ coswt 22—2ze—Te cos wT,+e—20Te
2
w? . 2 z(z—cosw,T)
p(p?+w?) 1 —coswnt z—1 222z coswpT.+1
Wp ,—Ewnt o
) et sin w)t
1+2py2
wn Wy = wpy/1 — &2
1 — “ne=twnt gin(w,t +
Wp ( p w)
1 2
3 Wy, =wpy/1—¢&
Y =cos !¢
b—a e—at _ efbt z . z
(pta)(p+b) z—e—aTe z—ebTe
ab _ b _—at _ _a bt z bz _ az
p(p+a)(p+b) 1 a5 a—b° z—1 + (a—b)(z—e—Te) (a—b)(z—e—0Te)




97

TABLE A.2 — Table des transformées en z des systeémes classiques précédés d’un bloqueur d’ordre 0. T, est la
période d’échantillonnage et a = e~ Te/T

Transmittance en p | Transmittance en z

BO(p) Te

P z—1
Bo(p) l-a , _ -T./7
14+7p @ = €

By (p) (T.—7(1—a))z—aTc+71(1—a)
p(1+7p) 2>~ (1+a)z+a

b222+b12’+b0
23— (24+a)z2+(142a)z—a
_T.? 201 _

p*(14+7p)

b= (% — 27 (1 — a) + Tur(1 + a)
bo=7%(1 —a) — al (T + %)

b1z+bg
227(67Te/‘r1+67TS/T2)Z+67T6/T1efTe/TQ
BO—@ b . Tl(lfeiTe/Tl)77'2(176*T6/72)
(14+71p)(14+72p) 1= T —To
b = o-Te/mip-Tfrs _ e~ T/ Te/m
0= TLI—To
Bo(p) l-a _ T,a(z—1)
(1+7p)? z—a 7 (2—a)?
By (p) l—a T.(274+T.)a(z—1) . T62a2(z—1)
(14+7p)3 z—a 72(z—a)? 72(2—a)3
b22’2+b12+b0
23—(14a1+az2)z?+(a1+as+araz)z—aiay
a; = e T/
By(p) by =T, — 7t (1=a1)—73 (1—as)
p(1+71p) (1+72p) 2 — te T —To
2 2
_ mi(1+as)(1—a1)—15(1+a1)(1—as)
bl - _Te(al + CLQ) o T1—T2
2 2
. - T1a2(1—a1)—7'2a1(1—a2)
bo = —Tearay P
Bo(p) > e b0+b12 T
14 2 pt L2 2?2 —2ze~twnTe cos(wpT, ) e 2swnte

— _25 nle _5 nle sin(w Te) —
Wy = wpy/1 — & by = e 2wnTe 4 o=EwnTe( 1;2 cos(w,T1t))

E<1 by =1 — e swnle (—fSin(W”Te) + COS(pre)>

\/1-¢2




98

ANNEXE A. TABLES DE TRANSFORMEES



Annexe B

Travaux dirigés

99



100 ANNEXE B. TRAVAUX DIRIGES
B.1 TD 1 : Etude d’un cheptel

On souhaite modéliser I’évolution du cheptel d’un éleveur de bovins. Soit :
e z1, : le nombre de vaches de 1 an,
® 19, :le nombre de vaches de 2 ans,
e x3, : le nombre de vaches de 3 ans et plus,
e ¥ : le nombre total de vaches.
Ces valeurs représentant des nombres moyens au cours de ’année k.

La natalité du troupeau est telle que :
e Les vaches de 1 an ne se reproduisent pas.
e Les vaches de deux ans produisent en moyenne 0.8 veau par an.
e Celles de trois ans et plus 0.4 veau par an.

D’autre part, seules celles de trois ans et plus meurent de causes naturelles avec un taux moyen de 30 % par
an. Enfin ’éleveur s’autorise a acheter ou vendre uniquement des vaches de trois ans et plus. Soit uy le nombre
de vaches achetées (ug > 0) ou bien vendues (ur < 0) au cours de ’année k.

Le systéme ainsi décrit a une cadence T, de 1 an. Cette cadence peut s’interpréter comme une période
d’échantillonnage si 'on considére que le procédé (élevage) est en réalité continu (les vaches existent entre
2 mesures). La notion d’échantillonnage correspond au choix de compter les vaches une fois par an.

1. Etablir les équations récurrentes de ce systeme.

2. En déduire la fonction de transfert G(z) = % et ’équation récurrente qui relie uniquement ’entrée et

la sortie du systeme.

w

. Calculer les poles de la transmittance. Le systeme est-il stable ?

4. On considére une loi de commande telle que : up = K(y., — yx). Dessiner le schéma fonctionnel et

calculer la transmittance en boucle fermée BF(z) = + ©F

ot

. Etudier la stabilité de ce systeme en fonction de K.
6. Le correcteur K est remplacé par un correcteur C(z) de la forme
(kp + ki)z — kp
Cz) = —"T—""=
(2) g

Déterminer &, et k; tels que le systeme présente deux poles en 0. Calculer la valeur numérique des deux
autres poles. Quel type de comportement aura alors le systeme en boucle fermée 7

7. Sans calcul, déterminer le gain statique du systéeme en boucle fermée.

Pour aller plus loin :

e Par le calcul de la valeur finale de la sortie du systéme soumis & un échelon unité, déterminer le gain

statique du systeme en boucle fermée.

e En supposant un petite erreur de modélisation, les vaches de trois ans et plus ne produisent plus 0.4
mais 0.5 veau par an, quelle est 'erreur statique du systeme en boucle fermée ?
Etablir la relation de récurrence entre la commande uy, et la consigne y.;, en déduire les commandes de
vaches de 3 ans et plus sur les trois premieres années.
En utilisant Matlab tracer le lieu d’Evans de G(z) :
Retrouver sur ce lieu le domaine des valeurs de K assurant la stabilité. Observer les réponses a un
échelon de ce systéeme pour des valeurs de K correspondant aux différents modes. Quelle est la valeur
de K qui vous semble la plus satisfaisante.
Reprendre la simulation avec Simulink en considérant que la consigne fixée par I’éleveur est d’avoir un
cheptel de 30 vaches (y.=30). Observer 'évolution du troupeau et des achats ou ventes de bétail par
Iéleveur.
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B.2 TD 2 : Etude d’un four électrique

Soit un four électrique. Autour d’un point de fonctionnement, la transmittance liant la variation de température
0s(p) & la variation de tension de commande U(p) est de la forme :

O.(p)  Ke 'P
U(p) 1+ 100p

Ce four est commandé par calculateur selon le schéma fonctionnel donné en figure B.1

Oc e(2) E(z) U —10p O
B e N =

G(p) =

FI1GURE B.1 — Schéma fonctionnel de I’asservissement du four.
1. On choisit une période d’échantillonnage T,=10 secondes. Justifier ce choix.
Montrer que la transmittance G(z) du systeme échantillonné-bloqué d’entrée E(z) et sortie O4(z) est

de la forme : o K01
G(Z) — ‘?(z) — ( 70“)

E(z) z(z —a)
2. On utilise un régulateur C(2) de la forme :
A(z —a)
Ciz)=—————"—
S ()

Calculer 'erreur statique. On souhaite une erreur statique nulle. Quelle valeur faut-il donner a g7
Etudier la stabilité du systéme en boucle fermée en fonction de A.

Montrer qu’il faut A < 0.25 pour avoir une réponse sans dépassement.
Pour A = 0.25 calculer la réponse du systeme a un échelon unité. Calculer les 10 premieres valeurs

de cette réponse et en déduire le temps de réponse a 5%.
3. On souhaite améliorer la rapidité de la réponse indicielle. Pour cela on choisit maintenant un régulateur

de la forme :

A(z —a)(z — a)
K1 -a)(z=-1)(z=5)

Calculer A, « et 8 pour avoir une réponse en 2 périodes d’échantillonnage.

C(z) =

4. Le correcteur C'(z) est-il stable et causal ?

5. Peut-on trouver un correcteur donnant une réponse en une période ?

Pour aller plus loin :
e Calculer les valeurs de A rendant stable le systeme en boucle fermée par 3 méthodes différentes :
— Critere de Jury
— Calcul direct des poles en boucle fermée
— Critere de Routh sur la transformée en w
e Calculer les 10 premieres valeurs de la réponse indicielle par deux méthodes différentes.
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B.3 TD 3 : Syntheéses quasi continu

Soit le systéme défini par sa transmittance opérationnelle G(p)

2

G(p) = W

La réponse de ce systeme soumis a un échelon d’entrée est donnée en figure.

Step Response

Amplitude
T
|

08 -

06 -

04 -

02~ =

0 ! ! | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Time (sec)

FIGURE B.2 — Réponse indicielle de G(p).

B.3.1 Correcteur de type Ziegler-Nichols

1.

Déterminer les valeurs numériques de la plus grande pente a et du retard pur 7 (voir tableau 4.1 page
57).

. Calculer I'indice de réglabilitité. Quel correcteur faut-il implanter ?

A des fins pédagogiques, pour que les résultats soient un peu plus flagrants, on choisira T =1
Calculer les parametres (K, T;, T;) d’un correcteur de type PID de Ziegler-Nichols.

. En déduire un correcteur numérique par ’application de la transformée bilinéaire.

Montrer que la transformée bilinéaire d’un correcteur PID parfait conduit systématiquement & un cor-
recteur instable.

Afin de rendre physiquement réalisable le PID on y ajoute un terme filtrant sur le terme ” dérivée”

1 + po
Tip 1+p/N

Déterminer alors le nouveau correcteur numérique.

Cp)=K <1 + ) typiquement : N =5

B.3.2 Correcteur de type Takahashi

1.

Avec les valeurs de a et 7 déterminées précédemment, calculer les parameétres d’un correcteur de type
PID, suivant les réglages de Takahashi.
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B.3.3 Implantation sous Matlab-Simulink
Cette partie utilise les fichiers ”simuTD4.mdl” et ”TD4.m”
Pour une entrée en échelon unité :
1. Simuler les deux correcteurs précédents avec T, = 0.5,0.1,0.01 et 0.002s.
2. Comparer les réponses en fonction de la période d’échantillonnage.

3. Pour T'e = 0.1s, comparer les sorties des systemes corrigés par un correcteur de type Ziegler-Nichols et
transformée bilinéaire avec un correcteur de Takahashi. ”pédagoqique”. Observer les commandes.

4. Comparer les sorties des systemes corrigés par un correcteur de type ”pédagoqique” avec un correcteur
de type Takahashi ”industriel”

B.3.4 Anti-windup
Dans cette partie, 'entrée sera un échelon d’amplitude 30. Le systéme présente une saturation de commande
d’entrée a 17 V.

1. Observer la différence de comportement de la sortie entre un échelon unité et un échelon d’amplitude
30.

2. Mettre en place un anti-windup, tel qu’indiqué sur le schéma 4.15 page 61.
3. Déterminer le gain K,,, maximum tel que le systeme reste stable.

4. Pour minimiser encore la commande, lors de la mise en route du systeme, on place un générateur de
trajectoire tel qu’indiqué au §4.4.1. Quelle valeur doit-on donner au ””slew rate” afin que 'anti-windup
ne soit plus utile ?

5. Avec une perturbation en rampe de pente 1 démarrant a ¢t = 20s, interpréter ce qui se passe a 30 < t < 35s
et 35 <t < 40s

Pour aller plus loin :  Reprendre ’ensemble des simulations avec les correcteur déterminés précédemment

et le systeme suivant :
12

R PR G ey

Conclure sur la robustesse des méthodes proposées.
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B.4 TD 4 : Comparaison des syntheses a temps d’établissement fini

W(Z), e(=) ) U(z) I:L. E(p) @_ﬂ&»

FIGURE B.3 — Schéma fonctionnel de I’asservissement du four.

Le processus continu & controler est défini par sa transmittance opérationnelle G(p)

1

Gp) = ——
W)= 3

Modélisation

1. En prenant T, = 1, montrer que la transformée en z de By(p)G(p) est :

0.157727(1 + 0.26972~1)
(1—0.3679z1)(1 — 0.0498z 1)

G(z) =

Correction
1. Quelle est la différence fondamentale entre réponse pile et réponse a temps d’établissement minimal 7
2. Faire la synthese dans les deux cas pour une entrée en échelon unité.
3. Vérifier la stabilité et la causalité de vos correcteurs.

4. Comparer les points suivants :
e la valeur de ’erreur en régime permanent,
e la valeur maximum de la commande,
e le temps d’établissement.

Pour aller plus loin :

Comparaison a périodes d’échantillonnage différentes avec Matlab

1. La fonction de transfert entre la commande du systéme et I'entrée s’écrit :

_Ulz) C(2) _ N(2)
H(z) = W(z)  1+C(2)G(z) by +boz"!

Dans les deux cas, montrer que la premiére commande appliquée u(0) s’écrit sous la forme :
e Réponse en temps minimal : u(0) = %
3

b1+bo

2. Déterminer, par dichotomie, la période T, pour que la premiére commande effectuée soit inférieure ou
égale a 3.

e Réponse pile : u(0) =

3. En supposant que la commande sature & la valeur 3 et que I'on désire rester dans le domaine linéaire,
donc que u(0) < 3, comparer les temps d’établissement du systéme bouclé avec chaque correcteur.
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B.5 TD 5 : Méthode de Zdan

L’objectif est de mettre en ceuvre un correcteur de type Zdan sur un processus simple et d’en ”mesurer” les
limites.

P(p)

o) |+ Bow) }—jd—»i»

W(z)j e(z)

FIGURE B.4 — Systeme étudié.

Le processus & commander a pour transmittance opérationnelle G(p), définie par :

1

G(p) = m

Le cahier des charges du systéme en boucle fermée est :
e dynamique identique & celle d’un systéme continu du second ordre de pulsation w, = 0.2 rad.s™' et de

facteur d’amortissement & = 0.6.
L’erreur permanente vis-a-vis d’une entrée W(z) en rampe soit nulle malgré une perturbation P(p) en
échelon.

. Proposer une période d’échantillonnage 7.

2. Déterminer un modele M (z) ayant le comportement dynamique demandé par le cahier des charges.

© ® N oo

10.

Déterminer le nombre d’intégrateurs purs nécessaires pour satisfaire le cahier des charges. En déduire
_ 1
C’l(z) = (172_1)"'

. Apres avoir décomposé G(z) sous la forme :

BT(2)B”(2)
(1—2z71)lA%(2)A~(2)

G(z) =

déterminer Cs(z) qui compense les parties compensables de G(z).

En posant :

écrire I’équation diophantienne reliant Aj(z) et Ag(z) aux autres parametres du systéme en boucle
fermée.

Apres avoir déterminé 'ordre de Aq(z) et celui de As(z), résoudre cette équation diophantienne.
Ecrire alors C(z) = C1(z) - C3(z) - C3(z). Ce correcteur est-il stable et causal ?

Quelle est la valeur de l'erreur d’ordre 2 en régime permanent ?

Quelle est lerreur permanente due a une perturbation P(p) en rampe unité (P(t) =t)?

Que peut-on prévoir quant au dépassement relatif a la réponse indicielle ?
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B.6 TD 6 Correcteur RST

L’objectif de ce TD est de déterminer un correcteur de type RST avec des objectifs de régulation et d’asservissement
différents. On choisira :

e Une régulation tres rapide (rejet de perturbations).

e Un asservissement sans dépassement.
Le systéme & asservir posséde une transmittance en boucle ouverte G(p)

k
Glp) = —
®) = T2
Applications numériques : 7 = 54 = 1.59.107%, k = 1
V(z) P(z)

Ye(2) NG W(z) + 1 U(z)ix B(z oy Y(2)
WAt () ) Ho—| = O— 28 —

FIGURE B.5 — Principe de correction par correcteur RST. V(2) est une perturbation de charge de type échelon.
P(z) est une perturbation de charge de type rampe, Q(z) est une perturbation de capteur de type sinusoidal
a 50 Hz.

Cabhier de charges en boucle fermée

e L’erreur permanente d’ordre 0 en réponse a un échelon d’entrée W (z) doit étre nulle et ce, y compris en
cas de perturbations V(z) en forme d’échelon et en cas de perturbations P(z) en forme de rampe.

e Le systeéme en boucle fermée doit rejeter asymptotiquement les perturbations sinusoidales Q(z) qui sont
un bruit de capteur a 50 Hz.

e La dynamique de rejet des perturbations est telle que le systeme présente deux poles complexes conjugués
avec 5% de dépassement et un temps de montée de 7/2.

e Le systéme doit répondre sans dépassement & un échelon de consigne W (z) avec une constante de temps
de T = 7.

Détermination des modéles en boucle fermée

1. Déterminer la transformée en z de du systéme modélisé par G(p) que 'on nommera G(z) = AG)

2. On montrera que le systeme complet présentera les pdles définis par D(z). Proposer un polynéme D(z)
répondant au cahier des charges en asservissement.

3. Déterminer un polynéme A,, qui présente les poles répondant au cahier des charges de la dynamique de
rejet des perturbations.

4. En fonction des trois modeles précédents déterminer une période d’échantillonnage correcte.

Synthése de la régulation Dans cette partie on ne tiendra pas compte de la perturbation sinusoidale Q(z).

1. Décomposer G(z) sous la forme :

ol BT(z), AT (z) sont compensables et B~ (z), A~ (z) ne le sont pas.

2. On décompose le polynéme S(z) en un produit de trois polynémes :
e S51(2) contient le nombre d’intégrateurs purs nécessaires pour répondre au cahier des charges,
e S55(2) compense les zéros compensables de B(z),
e S5(z) assurera la dynamique voulue en boucle fermée.
Donner les polynémes S1(z) et Sa(z).

3. Le polynéme R(z) est décomposé sous la forme suivante :
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e Ry(z) est un zéro de transmission & la fréquence de 50 Hz de la forme :
1 — 26T cos (Tewrm - 53) 2 e 26w e =2 10000 — 1.98402 1 + 0.99972 2

oll w, est la pulsation rejetée, ici w, = 2w50rad.s~!. &, est le facteur d’amortissement choisi proche
de 0, on prendra &, = 0.001.
e Ry(z) assurera la dynamique voulue en boucle fermée.
Donner I’équation diophantienne liant S3(z), Ra(2) et A (z) tels que la transmittance du systéme en
boucle fermée présente les poles imposés par le cahier des charges.

4. Poser cette équation sous forme matricielle.

5. Calculer erreur permanente de votre systéme corrigé en I’absence de perturbations.

Synthéese de 1’asservissement

1. Le polynéme T'(z) sera pris égal & A,,(z). Montrez que la transmittance opérationnelle liant la consigne
et la sortie est :

2. Déterminer N(z) tel que le gain de ensemble soit unitaire.
3. Donner U(z) en fonction de Y.(z) et Y ().

4. En déduire I’équation récurrente de votre correcteur et vérifier la causalité de ce correcteur.

B.7 TD 7 Asservissement de position d’une machine a courant
continu

Ce TD a pour objet I’étude de I'asservissement de position d’une machine a courant continu commandée par
I'induit *.

Lp

U + 1 I I'+Y4+ 1 Q
o[ o
E

3 =

0

K
L= |

FI1GURE B.6 — Schéma bloc de la machine a courant continu commandée par I'induit.

On procédera dans 'ordre a ’asservissement :
e de courant
e de vitesse
e de position
Les constantes de temps 7, = % et 7, = % étant tres différentes

B.7.1 Boucle de courant

Dans cette partie on ne considere que la constante de temps électrique du moteur, la force électromotrice E
est considérée comme une perturbation. Le hacheur est considéré comme étant un retard pur de 1 période
d’échantillonnage. Le correcteur C(z) sera implanté comme indiqué sur la figure B.7.

1. Dessiner le schéma simplifié en fonction des hypotheses ci-dessus.
2. Déterminer la transformée en z de 'ensemble {Bloqueur d’ordre 0, hacheur, Constante de temps électrique}.

3. Déterminer un correcteur Cy(z) qui permet une réponse pile en deux coups d’horloge.

1. C’est la commande la plus classique pour un moteur d’asservissement qui, la plupart du temps, ne posséde pas d’inducteur !
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FPJ
+

U+ 1 I '+ 1 Q 1 (€]
et [y L PO 5
E

o) 2 Bow) |

I. - €1
+:

K
L= |

FIGURE B.7 — Asservissement numérique de courant.

4. Vérifier la stabilité et la causalité de votre correcteur Cy(z).

5. On se propose d’implanter un correcteur de Dahlin de la forme :

1 (1—a)zF

Ci(z) = Gz)l—az'—(1—a)zk

avec « aussi petit que 'on veut.
6. Montrer que 'utilisation de ce correcteur revient & imposer en boucle fermée un comportement de type :
e~ Tp
147

M(p)

7. Quelles sont les limites d’un tel correcteur ?

8. Ce correcteur garantit-t-il une erreur statique nulle, y compris en présence de la perturbation F ?

B.7.2 Boucle de vitesse

FP{
.

U U I I Q (C]
Cr(z) }—B>{ Bo(p) H hacheux‘—{O—»{ ﬁ }—a‘ K }_:r Jp1+ - }7%‘ %
E

Qe +__€q Ie—Y €1
e b

K
L= |

FIGURE B.8 — Asservissement numérique de vitesse.

l—‘p{
+ 1 Q

0o ] B o -

FIGURE B.9 — Asservissement numérique de vitesse, schéma simplifié.

1. Montrer que le schéma bloc de la figure B.8 peut se réduire au schéma B.9.
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2. Déterminer la fonction de transfert Go(z) qui lie la vitesse 2(2) a la consigne de courant I.(z).

3. Déterminer un correcteur Cq(2), tel que :
e la constante de temps du systéeme en boucle fermée soit trois fois plus petite que la constante de
temps en boucle ouverte,
e l'erreur statique soit nulle, y compris en présence présence de perturbations I',, en échelon.

B.7.3 Boucle de position

FP
IR GG fe L U+ I re Q
- a® O Ci) } Bow) {nachewt O~ i Fo| K F’L o o

D=

}_@)

E

K
L= |

FIGURE B.10 — Asservissement numérique de position.

1. Les deux correcteur précédents étant en place, déterminer la fonction de transfert entre I’entrée de
consigne de vitesse €2.(z) et la position de la machine ©(z).

2. On désire commander la position par un échelon commande, déterminer un correcteur Cp(z) tel que
Perreur statique soit nulle.

B.7.4 Equation récurrente du correcteur

1. Déterminer I’algorithme implanté dans le calculateur qui réalise les trois boucles imbriquée précédemment
déterminées.

Pour aller plus loin :  Reprendre les syntheses précédentes en utilisant :
e Une synthese & temps d’établissement minimum pour synthétiser C(2).
e Une synthese de type réponse pile pour synthétiser Cq(z).
e Une synthese type PID Ziegler-Nichols + transformée bilinéaire pour Cp(z)
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Devoir personnel

Tous documents autorisés

Ce devoir est I’étude d’un systeme instable qu’il faut rendre tres rapide
Vous avez le choix des armes, Matlab, Mathematica, Maple, binéme ... Mais comprenez ce que vous faites!
Rédaction manuscrite obligatoire.

1 Continu
La fonction de transfert G(p) est telle que :

—0.2416p + 2.133

G =
(p) p2 — 0.6419p — 0.03555

1.1 En boucle ouverte

1. Ce systeme est-il stable ?
2. Tracer dans le plan complexe les poles et les zéros du systeme.

3. Calculez la réponse indicielle du systeme en boucle ouverte.

1.2 En boucle fermée

1. Le correcteur étant un gain pur, montrer qu’il n’existe pas de gain tel que le systeme soit stable.

2. Comment peut-on le vérifier avec Matlab ?

2 Echantillonné

2.1 Echantillonnage

On choisit d’échantillonner le systeme & une fréquence de 1 Hz.
1. Que pensez vous de ce choix 7

2. Calculez la fonction de transfert en z de ce systéme en y introduisant un bloqueur d’ordre 0.

111
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2.2

2.3

2.4

ANNEXE C. ANNALES

Correcteur en temps d’établissement minimal

1. Calculez le correcteur série qui minimise le temps d’établissement pour une entrée en échelon.

. Le correcteur obtenu est-il ”en temps d’établissement minimal” ou ”en temps d’établissement minimal

absolu”.

En utilisant le critere de Jury, vérifier que le systeme bouclé est stable.

4. Calculer lerreur statique et Uerreur de trainage (respectivement & une entrée en échelon puis en rampe)

5. Déterminer I’équation récurrente de ce correcteur.

Tt o= W N~

Correcteur a réponse pile

. Calculez le correcteur série qui donne une réponse ”pile” pour une entrée en échelon.

. Rappelez brievement le point commun avec le correcteur précédent et la différence fondamentale.

. En utilisant le critere de Jury, vérifier que le systeme bouclé est stable.

. Calculer Derreur statique et lerreur de trainage (respectivement & un entrée en échelon puis en rampe)

. Déterminer ’équation récurrente de ce correcteur.

Comparaison

. Comparez les deux correcteur précédents en fonction de critéres que je vous laisse apprécier.
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1°T€ année

Juin 2006

Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 3h

Cet examen se décompose en quatre parties indépendantes, le bareme est purement indicatif. Conseil : limitez
la précision de vos résultats a 1073,

1 Exercice 1 (4 pts, 30 mn)

La fonction de transfert G(z) est telle que :

(1—227"1)(1+05z71)(1—0.5271)

G = A5, 1 — 0812 — 1215:9)

1. En utilisant le critéere de Jury, déterminez si le systéme est stable en boucle ouverte.
2. L’un de poles de G(z) est en 0.9, déterminez les autres poles du systeme.
On choisit un correcteur de la forme :

(1—az"H(1 —az™!)
(1 —=bz"1)(1—p271)

Cz)=K

3. Choisissez a et b de fagon a compenser respectivement un pole et un zéro du systéme. Une explication
claire est demandée.

4. Choisissez  pour avoir une erreur statique nulle.
5. Choisissez K et a pour fixer une dynamique convenable.

6. Donnez ’équation récurrente du correcteur.

2 Exercice 2 (5 pts, 30 mn)

La fonction de transfert G(p) est telle que :

_ p—1
0 = Gor DT

1. L’objectif étant de rendre le systeme environ 3 fois plus rapide en boucle fermée qu’en boucle ouverte,
proposez une période d’échantillonnage.

2. Quel que soit le résultat de la question précédente, calculez G(z) la fonction de transfert du systéme
échantillonné précédé d’un bloqueur d’ordre 0 en prenant 7T, = 1s.

3. Déterminez un correcteur par la méthode de Zdan tel que :
e le systeme présente une erreur permanente nulle pour une entrée en rampe
e Le systeme en boucle fermée se comporte comme un systeme du troisieme ordre possédant 3 poles
en 0.5.
e Aide : démarrez la résolution en prenant Aj(z) = ko(1+a1271) et Ag(2) =14 Bzt

4. Vérifiez la stabilité et la causalité du correcteur obtenu.
5. Vérifiez que le systeéme présente bien une erreur statique nulle pour une entrée en échelon.

6. Sans calcul, dites pourquoi les caractéristiques du systéeme en boucle fermée sont assez éloignées du
cahier des charges posé.
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3 Exercice 3 (3 pts, 30 mn)
La production d’une machine est modélisable par une équation récurrente de la forme :

Yr+2 — 0.9yp+1 + 0.2y, = uy,

Yk+1 : pieces produites au jour k + 1
. Yr  : pieces produites au jour k
ou :
ur ~ : commande, en pieces a produire au jour k
a :  constante réelle

1. Calculez H(z) la transformée en z du systéme décrit précédemment.
2. Calculez la réponse indicielle yj (kT ) de ce systeme.

3. Calculez la réponse impulsionnelle y} (k7).
Supposons que la commande est de type échelon A x U(kT.),
4. Quelle amplitude A faut-il appliquer pour que I'ilot produise exactement 1000 pieces en 5 jours?

4 Probleme (8 pts, 1h30)

Afin d’étudier la mécanique de la rupture de matériaux composites, on utilise le mécanisme suivant. En I’absence
de frottements, ’énergie cinétique de la pointe est entierement dissipée dans la propagation de la fissure. La
mesure de la vitesse et celle de la longueur de la fissure permettent de comparer différents matériaux composites.

Axe de rotation

Masse reglable

90
L1

Y 6=0

Matériau a tester

FicUure C.1 — Impacteur, schéma de principe.

La vitesse d’impact est fonction de I’angle initial 6y, donc de la dextérité de 'utilisateur. Pour améliorer le
systeme on utilise alors un moteur couple ! placé sur ’axe de rotation qui permet d’asservir la vitesse d’impact.
Le temps entre le démarrage et I'impact étant tres court, il faut utiliser un asservissement tres rapide.

Au sein du probleme les différentes parties sont largement indépendantes.

4.1 Modélisation

Hyp : La masse est supposée ponctuelle et située a une distance L de ’axe de rotation.

1. En GB : pan-cake motor, moteur électrique & courant continu présentant un fort couple mais une faible vitesse.
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1. Déterminez I’équation différentielle non linéaire du mouvement de la tige 6(t) en fonction des parametres
L, M, g la constante de gravité terrestre et I' le couple moteur.

2. En faisant I’hypothese, classique, que 6 est petit déterminez I’équation différentielle linéaire du mouve-
ment de la pointe.

3. Calculez la transformée de Laplace de I’équation différentielle précédente en tenant compte des conditions
initiales 8(0) = 0y et 6(0) = 6.

4. Calculez alors la fonction de transfert continue du systéme (angle du systéme vis-a-vis du couple moteur).

6) =)

5. Dessinez un schéma bloc faisant apparaitre la fonction de transfert G(p), la position initiale 6, appa-
raissant comme une perturbation.

La fonction de transfert du moteur couple est :

e = lrf(g) - w+ I
r Couple moteur
U tension d’induit
ou: k. contante de couple
R résistance d’induit
L, : Inductance série de 'induit

6. Dessinez le schéma bloc du systéme complet (moteur + systéme mécanique et perturbation).

4.2 Commande du couple moteur

On ne s’intéresse dans cette partie qu’a l’asservissement du couple moteur.
Un essai de pompage du courant moteur donne le résultat indiqué sur la figure C.2.

LV

-

osc

F1GURE C.2 — Phénomene de pompage du courant d’induit : oscillation obtenue pour un gain K,sc = 40 on
mesure alors T,s. = 1ms.

1. Déterminez les constantes k,, T; et T du correcteur PID donné ci-apres pour asservir le courant dans
le moteur.

PID(p) = [5](<;))) = kp (1 +

2. Déduisez-en les constantes k,, T;, T,; et 7 correcteur PID de la forme suivante :

1 Tup )

1
T,
Top + dp)

PID(p) = Z((;j)) =k, (1 +

3. Au vu du résultat présenté en figure C.2, calculez une période d’échantillonnage correcte pour implanter
le correcteur précédent sous forme numérique. Le calcul du correcteur numérique, n’est pas demandé
mais quelques explications sont les bienvenues !

Tp  1+7p
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4.3 Commande de la vitesse

Dans cette partie, la constante de temps dominante du systéeme moteur corrigé par le PID précédent est si
petite vis-a-vis des constantes de temps du systeme mécanique que le moteur corrigé par le PID est considéré
comme un gain k,,.

1. Déterminez un correcteur a réponse pile pour une entrée en rampe.

4.4 Traitement du signal
Les données de vitesse et position sont enregistrées sur le calculateur pour un traitement du signal hors ligne.

1. les données, échantillonnées a f. = 1 kHz sont filtrées avec un filtre numérique de la forme :

z+4+2

P =t—osp

Calculez le diagramme de Bode du filtre analogique équivalent et son domaine de validité.

Applications numériques

AN:k.=1;,R=1Ls=Lk,=1L=1;L1=1;,M=1;9g=10
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Devoir personnel
Ce devoir est ’étude d’une méthode de commande un peu particuliere dite commande par modele interne. Le

principe n’est pas d’asservir une sortie & une consigne mais d’asservir la sortie d’un systeme a celle d’un modele.
Vous avez le choix des armes, Matlab, Mathematica, Maple, bindme ... Mais comprenez ce que vous faites!

Systéme & commander

Correcteur RST

4 )

AN |
7e) Ho—| s | L2 |

modele interne

FI1GURE C.3 — Schéma général d'une commande par modele interne.

1 Questions

Les fonctions de transfert du systéme continu réel G,.(p) et celle du modele échantillonné G, (=) sont :

k' k
et on choisira : .
T(z) = R(z) = et S(z) =Hy=cte
z—a

1. Choisir une période d’échantillonnage du systéme.

2. Montrer que si k # k' il existe un gain Hy tel que I'erreur statique soit nulle malgré la perturbation en
échelon.

3. A partir de maintenant, on prendra :

G =iy o Gnl)=2{ 1}

et
T(z) # R(z), H(z) quelconque
4. Calculer la fonction de transfert globale entrée sortie du systéme en fonction de R(z), S(z),T(%), Gm(2)
et G,(2).
5. Proposer un cahier des charges plausible pour le systéme en boucle fermée.
6. Déterminer les fonctions de transfert R(z), S(z) et T'(z), en fonction du cahier des charges.

7. Donner ’algorithme de commande.
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Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 2h

Cet examen se décompose en six parties presque indépendantes, le sujet est difficilement faisable dans le temps
imparti. Ne perdez pas de temps sur une question difficile, passez a la suivante. Conseil : limitez la précision
de vos résultats a 1073,

Le probléme posé est I’asservissement de force d’un bloc moteur du drone composé d’un moteur synchrone dit
moteur ”brushless”, de son collecteur électronique et d’une hélice a pas variable. L’objet de cette étude est en
particulier la régulation de la vitesse du moteur & 6000 tr/mn et ce, quel que soit le pas de I'hélice, la force
devient alors proportionnelle au pas de 1’hélice.

moteur

Collecteur
électronique
hélice

F1GURE C.4 — Systeme a réguler.

P
Q
oo

régulateur collecteur moteur

Qc+

O—»

F
a9w3 }—'

FiGUrEe C.5 — Schéma bloc général de ’asservissement de force.

1 Etude analogique

Qe 7 O
(p)+‘ e (p)

FIGURE C.6 — Schéma de 'asservissement avec un correcteur PID.

Le moteur est représenté par une constante de temps T = 20ms , le collecteur électronique lui, se comporte
comme un retard pur de durée 7 = Hms. Dans cette partie on ne prendra pas en compte 'existence d’une
perturbation.
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1. Tracer la réponse indicielle de G(p).
2. Déterminer un correcteur analogique de type PI pour 'asservissement de ce systeme.

3. Sans calcul mais avec une breve justification, quel sera probablement le dépassement de la sortie pour
une entrée en échelon ?

2 Asservissement numérique

Tous comptes faits, on décide de placer un correcteur numérique. La période d’échantillonnage est : T, = 5 ms.
L’objectif est d’obtenir une réponse indicielle la plus rapide possible.

L“‘(z)jo—>| Com(2) }—»‘ a(2) %Q(i

F1cURrE C.7 — Systéme bouclé avec un correcteur de type ”temps d’établissement minimal”.

1. Que pensez-vous de cette période d’échantillonnage ?

2. Calculer la fonction de transfert en z G(z) de I’ensemble collecteur électronique + moteur précédé d'un

bloqueur d’ordre 0. (G(p) = 1{)_?;;)

3. Décomposer G(z) sous la forme :

ol Bt (2), AT(z) sont compensables et B~ (z), A~ (z) ne le sont pas.

4. Expliquez pourquoi la recherche d’un correcteur donnant une boucle fermée équivalente & 1 retard pur
est vouée a I’échec.

5. Calculer un correcteur Cy,(2) qui donne une réponse en temps minimal. On cherche donc C,,(z) tel que :

Cu2)0E)
14+ Cn(2)G(z)

6. Calculer les trois premiers échantillons de la commande du moteur c’est-a-dire de la sortie du correcteur.

3 Reégulation numérique - Zdan

Dans cette partie, la variation de couple due au pas variable est prise en compte sous la forme d’un couple de
perturbation comme indiqué sur la figure C.8.

P(2)

+ Q(z)

QC(Z)+: +

‘ Cz(z)

FIGURE C.8 — Modele du systéme avec la perturbation due au pas variable modélisée par une rampe P(z).

1. Calculer un correcteur C'z(z) avec la méthode de Zdan ayant pour caractéristiques :
e modele en boucle fermée de type troisieme ordre

N(z)
(1—05z1)3
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e erreur statique nulle, et ce malgré la perturbation en rampe.
On prendra pour la partie Cs du correcteur de Zdan la forme :

Aq(2) _ K(1— 2271

Cs(2) = Ay(z) 1— 29271

2. Calculer I'erreur permanente de votre systéme corrigé en I'absence de perturbation.
3. Vérifier la stabilité de votre correcteur.

4. Calculer ’équation récurrente de votre correcteur et vérifier la causalité de ce correcteur.

4 Reégulation numérique - Commande par anticipation

Afin de diminuer le dépassement obtenu par le correcteur précédent, on se propose d’implanter une commande
par anticipation.

|

FiGURE C.9 — Commande par anticipation.

Le correcteur D(z) sera choisi presque identique & Cz(z) de la forme :

1 AY(2) Ar(2)
(I =271 Bt (2) Az(2)

Cz(z) = Cl(Z)CQ(Z)Cg(Z) =

1 AT(x) Al(?)

1. Montrez que A} (z) n’influe que sur les zéros de la boucle fermée.

2. Calculez Aq(z),Az(z) et Al(z) tels que la transmittance en boucle fermée soit exactement égale a
(1_&%:_1)3. Aide : reprenez la solution de la question 3.1

3. Calculer les trois polynémes R(z), S(z) et T'(z) d’un correcteur RST qui permettrai d’obtenir exactement
la méme dynamique que la commande par anticipation en boucle fermée.

5 Asservissement de force
La relation force verticale en fonction de la vitesse du moteur w et du pas 6 est supposée de la forme :
F = afw®

Application numérique : Fy = 1 N pour 0y = 10" et wp = 6000 tr/mn
1. Déterminer a.

2. Donner un modele linéarisé de la force autour de sa valeur nominale Fy = afpwi de la forme F =
Fy + af + Bw par développement limité.

3. Donner un schéma bloc du systeme complet incluant la force.

4. Déterminer la fonction de transfert entre la commande de pas et la sortie en force, le systeme étant
régulé par la commande par anticipation.

5. Le pas et la vitesse étant quantifiés par des CAN de 8 bits, soit 2% pas de quantification entre 0 et 8000
tr/mn et entre £45°, quelle est Perreur de force en régime établi ?
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S(kTe) $

1.2 ¢ .HT
1 1

kT,
2 4 6 8 10

Fi1GURE C.10 — Réponse indicielle désirée.

6 Questions indépendantes pour ceux qui finissent trop tot

1. Calculer la transformée en z du signal donné en figure C.10.
2. Soit H(z) une transmittance opérationnelle d’un systéme qui soumise a un échelon unité présente en
sortie la réponse présentée en figure C.10. Calculer H(z).

3. Le systeme représenté par :
z+3

23 4+1.222 — 252 — 0.3

D(z) =

est-il stable?

4. Tracer intuitivement le lieu d’Evans de la fonction de transfert suivante :

z+0.5

Flz)= — 22
(4)= 2702704

dont les poles et le zéro sont représentés sur la figure C.11.
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Imaginary Axis

05

-0.5

ANNEXE C. ANNALES

Root Locus
T T T

=2 -1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5 2

Real Axis

FIGURE C.11 — Péles et zéros de F(z).
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Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 2h

Le probleme posé est la régulation de fréquence d’un oscillateur ultra-stable a 7 GHz. Embarqué sur un satellite,
cet oscillateur dérive dans le temps en fonction des variations de température du saphir. On s’attachera a la
réalisation de deux régulateurs indépendants : une régulation analogique de phase qui corrige la fréquence
et une régulation numérique de température. Ces deux signaux sont traduits en une tension continue par un
capteur approprié.

1 Reégulation analogique de phase

Il s’agit ici de déterminer un correcteur analogique qui agit sur la phase de la fréquence de 7 GHz ultra-stable.
la transmittance entre la phase et la fréquence est H(p).

Root Locus
T T

1000

500 - System: sys_a
Gain: 4.14e+008

Pole: 5.72 + 575i
Damping: -0.00994
Overshoot (%): 103
Frequency (rad/sec): 575

Imaginary Axis

-500 |-

-1000 -

-1500 -

I 1
-1500 -1000 -500 0 500
Real Axis

F1GURE C.12 — Lieu d’Evans du systeme.

1. Le lieu d’Evans du systeme H(p) = % est donné en figure C.12. En déduire un correcteur analogique
de type PI de Ziegler-Nichols.

2. Le diagramme de Bode du systeme formé du correcteur PI calculé précédemment suivi de la transmit-
tance H(p) (voir fig. C.14) est donné en figure C.14 (un zoom est donné en figure C.15). Mesurez la
marge de phase A¢ et la marge de gain AG.

FI1GURE C.13 — Systeme précédé du correcteur PI.
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Bode Diagram
60 T T T

Magnitude (dB)
A
o
T
1

-136

Phase (deg)

-180 -

=225

270 & i P i i i I
10 10 10” 10" 10 10
Frequency (rad/sec)

F1GURE C.14 — Diagramme de Bode du systéme présenté en figure C.13.

Bode Diagram

Magnitude (dB)

07 T T T . T

-90

-138

Phase (deg)

-180

-225

2270 b H HERS (P O R B H fosdodingod i fof i R, R e

Frequency (rad/sec)

F1cure C.15 — Diagramme de Bode du systéme présenté en figure C.13 (zoom sur la zone critique).

3. Le systeme bouclé par un retour unitaire et corrigé par le correcteur déterminé précédemment présente
une réponse indicielle ayant trop de dépassement. On se propose de baisser la gain pour le rendre moins
rapide. Calculez le nouveau gain du correcteur PI afin d’avoir une marge de phase de 90 degrés (7' reste
identique).

4. Au vu de votre expérience, quel type de réponse indicielle devrait-on avoir avec un telle marge de phase 7
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2 Transposition du régulateur analogique

1. Tout comptes faits, on décide d’implanter le correcteur analogique calculé précédemment sur un cal-
culateur numérique. Rappelez en deux lignes les principaux avantages du régulateur numérique sur sa
version analogique.

2. Calculez un correcteur numérique par la méthode de votre choix que vous justifierez.

3. Choisissez la période d’échantillonnage maximum pour éviter le phénomene de recouvrement de spectre
en faisant ’hypotheése que le spectre du signal est limité & 10* rad.s™!.

3 Régulation numérique de température

Description du systéme Ce saphir, de trés haut facteur de qualité, est posé dans une enceinte isolée
thermiquement. Afin d’éviter tout choc thermique, la dynamique d’asservissement est choisie tres lente. Une
fois dans l’espace, le saphir met plusieurs heures & atteindre sa température de fonctionnement. Deux types de
perturbation apparaissent :
e V(z) en entrée du systéme représente les variations de température dues aux dérives de I’électronique
et sont modélisées par une rampe.
e P(z) en sortie représente I'influence du soleil sur le satellite. Elle est représentée par une perturbation

sinusoidale.
V(Z)J P(Z)J
U(z) 4rvg4 v Y(z)
e AR

FiGure C.16 — Schéma bloc de la fonction de transfert entre la température de sortie Y et la puissance
d’entrée U en présence des perturbations V et P. V est une perturbation de charge de type rampe, P est une
perturbation de sortie de type sinusoidal.

Cahier des charges
e L’erreur permanente d’ordre 0 (réponse a I’échelon d’entrée W (z) doit étre nulle et ce, y compris en cas
de perturbations V(z) en forme de rampe.
e Le systéme en boucle fermée doit rejeter les perturbations sinusoidales P(z).
e Le systeme doit répondre treés lentement a un échelon de consigne W(z), le comportement en boucle
fermée est plus lent qu’en boucle ouverte ! On désire un comportement de type premier ordre, la constante
de temps est de 5 heures soit 18000 secondes.
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3.1 Modélisation

Modélisation du systéeme en boucle ouverte sans perturbations La température du saphir au cours

du temps est mesurée apres avoir soumis le systéeme a un échelon de puissance thermique. Le résultat est donné
figure C.17.

Step Response
1 T T

08 -

07+ &

06 =

05 B

Amplitude

03+ =

0.2+ =

01 =

0 ! ! ! ! !
0 05 1 15 2 25 3

Time (sec) x10*

F1aURrE C.17 — Réponse de la température du saphir en fonction d’un échelon unitaire de puissance.

1. On fait I'hypothese que la transmittance du systeme est de la forme :

k

R

Pres avoir donné la réponse temporelle s(t) de G(p) soumise & un échelon unité, déterminez graphique-
ment les valeurs de k et 7.

2. Déterminez la transformée en z de la transmittance G(p) précédée d’un bloqueur d’ordre 0 échantillonnée
avec une période Te = 7/5.

Modélisation du systéme voulu en boucle fermée

1. Proposez une transmittance continue (en p), répondant au cahier des charges.

2. Déterminez la fonction de transfert du modele M (z) = ﬁmgig qui est la transformée en z de votre modele

analogique précédé par un bloqueur d’ordre 0.
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Premier correcteur

Correcteur RST V(z)

W(z ( \U z Y(z
e o oA o

[ R(») |
R(z)

L J

FIGURE C.18 — Principe de correction par correcteur RST. V(z) est une perturbation de charge de type rampe,
P(2) est une perturbation de sortie de type sinusoidal.

Quel que soit le résultat de la partie précédente, vous continuerez avec la fonction de transfert
en z

B(z)  0.01752z + 0.01534
A(z) 22— 1.637z + 0.6703

Dans cette partie on ne tiendra pas compte de la perturbation sinusoidale P(z).

1. Décomposez G(z) sous la forme :
BT(2)B”(2)
At(2)A(2)

oll Bt (2), AT(z) sont compensables et B~ (z), A~(z) ne le sont pas.

G(z) =

2. On décompose le polynéme S(z) en un produit de trois polyndmes :
e S1(2) contient le nombre d’intégrateurs purs nécessaires pour répondre au cahier des charges,
e S5(z) compense les zéros compensables de B(z),
e S5(z) assurera la dynamique voulue en boucle fermée.
Donnez les polynémes Si(z) et Sa(z).

3. Déterminez Ss(z) et R(z) tels que la transmittance du systéme en boucle fermée soit égale a celle du
modele de comportement voulu M (z).

4. Calculez I'erreur permanente de votre systéme corrigé en I’absence de perturbation.
le correcteur RST est finalement implanté sous la forme donnée en figure C.19.

V(2) P(z){
W(z) 2 + 2 U(z) 2 1y Y(2)
—| 53 O 58 O &8 —~O—7—

F1GURE C.19 — Implantation du correcteur RST.

5. Vérifiez la stabilité du correcteur C(z) = };E;) = g((j)).

6. Calculez I’équation récurrente de votre correcteur et vérifiez la causalité de ce correcteur.

7. En utilisant le théoréme de la valeur finale, déterminez la valeur de la commande en régime permanent
U, le systeme étant soumis a un échelon d’entrée, les perturbations étant nulles.

Correcteur réjecteur de la perturbation sinusoidale

Ce générateur de fréquence est embarqué sur un satellite qui tourne autour de la terre en 90 minutes. Le capteur
de température subit alors une perturbation sinusoidale de période T" = 90mn. On se propose ici de recalculer
un nouveau correcteur qui rejette asymptotiquement cette perturbation.

1. En reprenant le schéma C.18, Calculez la fonction de transfert G,(z) = % en fonction des parametres

du systeéme et en introduisant le polynéme d’observation Ay.
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2. Calculez la pulsation w du signal de perturbation puis calculez la transformée en z du signal sinusoidal
p(t) = sin(wt) échantillonné & la période Te.
3. Calculez alors le signal Y (z) en fonction de ce signal P(z), tous les autres signaux entrants étant nuls.
4. Proposez une condition sur les polynémes S et sur Ay afin que la sortie Y (z) ne dépende plus du signal
sinusoidal.

5. Calculez le correcteur RST qui répond au cahier des charges complet.
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Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 2h

Le probléeme posé est le positionnement d’un télescope sur monture azimutale. On ne s’occupera dans ce sujet
que de la partie réglage de ’azimut. Dans la phase de "mise en station” (recherche de deux étoiles bien connues)
et de pointage vers un objet précis (planete, nébuleuse, comete ...), le télescope sera asservi par un correcteur
de type Zdan. L’objet étant visualisé, la poursuite de cet objet sera réalisée par un correcteur de type ”réponse
pile”. Le passage d’un correcteur a l'autre ne sera pas étudié.

Ficure C.20 — Télescope a monture azimutale.

1 Modélisation

Le mouvement du télescope est décrit par I’équation différentielle suivante

Jo+BO=T.+T,

avec :
J : L’inertie de ’ensemble moteur + parabole
0 : la position angulaire de I’antenne
B : le coefficient de frottement visqueux
' :le couple moteur
', :le couple de perturbation

1. Déterminer la transformée de Laplace de cette équation différentielle en supposant les conditions initiales
nulles.

2. Donner le schéma bloc de ce systéme. On posera pour simplifier Iécriture : B/J = a, I'./B = u et
r,/B=w.

% de ce

3. En faisant I'’hypothese que I', = 0, déterminer la fonction de transfert continue G(p) =
systeme.

4. Tracer a main levée, la forme générale du diagramme de Bode asymptotique de G(p) en module et en
phase.

5. En déduire le diagramme de Nyquist. Ce systéme peut-il devenir instable si on le boucle par un gain
(voir figure C.21) 7

6. Déterminer la fonction de transfert échantillonnée G(z) de ce systéme précédé d’un bloqueur d’ordre 0.
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O.(z e(z z (€]
(2) 4 ()IK U( )I Bo@) U(p)‘ o) (L

GC(p)fO e(p) IK U(p)@ﬂL -

Ficure C.21 — Systeme bouclé sans bloqueur Ficure C.22 — Systeme bouclé avec un bloqueur
d’ordre 0 d’ordre 0

2 Reégulation numérique : correcteur PI

Avec a = 10, en prenant une période d’échantillonnage T'e = 20 ms et en bouclant par un retour unitaire le
systéme précédé par un bloqueur d’ordre 0 et un gain K = 100 (voir figure C.22), 'ensemble se met & osciller
a une fréquence de 5 Hz sans quitter le domaine de linéarité.

1. Au vu du résultat précédent, proposer un correcteur de type PI numérique qui donne de "bons” résultats.

2. Donner alors le schéma bloc de ce correcteur PI.

3 Reégulation numérique : phase de mise en station

Quel que soit le résultat de la partie précédente, vous continuerez avec la fonction de transfert
en z

B(z) _ 0.001873z + 0.001752
A(z) (2 —1)(z —0.8173)

G(z) =

3.1 Réglage de base
1. Décomposez G(z) sous la forme :

BT (2)B”(2)
(1—-2"1)"A*(2)A"(2)

G(z) =

ol Bt (2), A*(z) sont compensables et B~ (z), A~(z) ne le sont pas.

2. On décompose le correcteur C(z) en un produit de trois correcteurs :
e (1(z) contient le nombre d’intégrateurs purs nécessaires pour obtenir une erreur statique nulle en
présence d'un couple de perturbation I'. de type échelon
e (5(z) compense les pdles et zéros compensables de G(z), (rappel : on ne compense pas ﬁ)
e (5(2) assurera la dynamique voulue en boucle fermée.
Donnez les polynomes C(z) et Cy(2).

3. Déterminez Cs3(z) = 2;8 tel que le systéme corrigé, bouclé, posséde une dynamique identique a celle

1

d’un systéme continu du second ordre de pulsation w, = 1 rad.s™" et de facteur d’amortissement
& =0.707. La période d’échantillonnage T, sera choisie égale a 0.2 secondes.
Aide : §'il n’y a pas d’erreur A1(z) = a+ Bz~ et Ag(2) =~

4. Vérifier, par le calcul, que 'erreur statique de ce systeme est nulle y compris en présence d’une pertur-
bation.

5. Presque sans calcul, quelle est I'erreur permanente de vitesse en ’absence de perturbation.

3.2 Réglage avancé

On souhaite dans cette partie améliorer le comportement dynamique du systeéme en boucle fermée en choisissant
un réglage qui impose une erreur permanente d’accélération e,(00) non nulle mais aussi faible que 1’on veut.
Dans notre cas on choisira ¢,(c0) = 0.1. Le correcteur proposé est de la forme : C'(z) = C1(z) X Ca(z) x D3(2)
ol C; et Cy sont ceux déterminés précédemment et Ds est de la forme? :

Ar(z)+ (1 —271)2 x M(2)

Ds = Ag(z) — M(z)

2. Attention cette forme est particuliere pour ce systéme, ce n’est pas généralisable.
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avec Aq(z) et Ag(2) calculés précédemment.

1. Donnez la transformée en z d’un signal de type parabolique.
2. En prenant M (z) = cte = my, montrer que U'erreur d’accélération du systéme en boucle fermée dépend
de myg.

3. Calculer my tel que g4(c0) = 0.1.

4 Reégulation numérique : phase de poursuite

Dans cette phase, I'asservissement est assuré par un correcteur de type "réponse pile”.

1. Est-il possible de calculer un correcteur a réponse pile pour une entrée de type rampe pour ce systeme ?
Est-ce faisable pour une entrée de type parabole ?

2. Déterminer un correcteur & réponse pile pour une entrée de type rampe.
Aide : §’il n’y a pas d’erreur L(z) = a + 27! et K(z) = v+ £z~ (notations du cours)

3. En utilisant le théoréme de la valeur finale, calculer 'erreur permanente de vitesse (entrée de type
rampe).

4. Calculer I’'équation récurrente de votre correcteur et vérifier la causalité de ce correcteur.
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Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 1h

Le probleme posé est ’asservissement d’une micropompe injectant un médicament a travers la peau. L’objectif
est de conserver la méme concentration de médicament dans le corps malgré la dénaturation par le fois du
médicament. Le systeme est composé d’une pompe et d’un capteur capable de donner la concentration de
médicament.

FiGure C.23 — Injection intramusculaire.

1 Modélisation

La diffusion du médicament dans le muscle puis dans le corps suivent une loi de type, loi de Fick, la composition
des deux lois, apres simplification, donne :

avec :

JO(t) + BO(t) + CO(t) = D,(t) + Ac(t)

J : inertie de I’ensemble peau + corps

0 : concentration de médicament dans le corps

B : coefficient de diffusion

C : coefficient de pertes

A.  : assimilation par le corps (équivalent & un débit)

D, :débit de la pompe

Applications numériques : J = 64800, B = 21.6,C = 1073

1.

Déterminer la transformée de Laplace de cette équation différentielle en supposant les conditions initiales
nulles.

2. Donner le schéma bloc de ce systeme.

O(p)

3. En faisant I'hypothese que A.(t) = 0, déterminer la fonction de transfert continue G(p) = & oy de ce
p

systeme.

. Tracer & main levée, la forme générale du diagramme de Bode asymptotique de G(p) en module et en

phase. On donnera quelques points remarquables.

. A l’aide du critere de Routh, déterminer le gain maximal k avant oscillation du systeme bouclé par un

intégrateur pur (k/p) (voir figure C.24).

. Montrez qu’a la limite d’oscillation la période d’oscillation est :

27 J
Tosc =—=2 -
wo T C

. Des deux dernieres questions, en déduire un correcteur PI de type Ziegler-Nichols pour le systeme

H(p) = 4.
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Oc(z)4_ elz) Y o(p)
— B
Oc(p) 1 () ] Dolp) 0. (r) O] o |+ #w -0—{ 6w |
-O > G(p) —
FiGURE C.24 — Systéme continu bouclé avec un F1GURE C.25 — Systéme corrigé par un correcteur
intégrateur pur. numérique.

2 Reégulation numérique

1.

En prenant une période d’échantillonnage T'e = 15 mn, déterminer la fonction de transfert échantillonnée
G(z) de ce systeme précédé d’un bloqueur d’ordre 0.

Dy(p) 1

Glp) = Op) JpP+Bp+C

En utilisant le critere de Jury, déterminer le gain maximal k avant oscillation du systeme bouclé par un
intégrateur pur (—i=r).

La perturbation A.(t) est modélisée par une rampe (A.(t) = a x t), combien faut-il d’intégrateurs purs
dans le correcteur pour avoir une erreur permanente nulle vis-a-vis de la consigne en présence de la
perturbation.

. En posant :

(1 — bozil)(l — 612’71)(1 — bngl)

(1—2"H41 —agz"1)
[ étant le nombre d’intégrateurs purs déterminés précédemment. Déterminer K et les a;, b; tels que le
systeme en boucle fermée présente un dénominateur unité.

C(z)=K

Vérifier que le correcteur est bien stable et causal.

6. Tracer la réponse impulsionnelle du systeme en boucle fermée corrigé par le correcteur déterminé

précédemment.

—>
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Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 1h

Le probleme posé est I'asservissement de vitesse d’une hélice d’avion de modele réduit.

1 Modélisation
Le couple du moteur électrique est donné par la relation :
[(t) = a.u(t)
La vitesse de rotation de ’hélice est donnée par :
Jw(t) =T(t) + C(t)
Le capteur de vitesse (génératrice tachymétrique) donne une information sous la forme d’une tension :

Ay, B
um (1) + T w(t)

avec :

: inertie de I'hélice

—

: le couple moteur

S|

: constante positive

: tension du moteur

<
—

~
=

C(t) : couple perturbateur

w(t) : vitesse de rotation de I'hélice

T : constante de temps du capteur de vitesse
um(t)  : tension de la génératrice tachymétrique moteur

Applications numériques : J = 24.10~* kg.m?, a = 0.284 N.m/V, 7 = 10.1073s

1. Déterminer les transformées de Laplace de ces équations en supposant les conditions initiales nulles.

I'(p) = a.u(p)

La vitesse de rotation de I’hélice est donnée par :

Jpw(p) =T'(p) + C(p)

Le capteur de vitesse (génératrice tachymétrique) donne une information sous la forme d’une tension :

mp) _ 1
w(p) 1+7p

Um (p) + Tpum(p) = w(p),  soit

2. Donner le schéma bloc de ce systéme en faisant apparaitre les variables §, u,,, I', u et C.
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2 Correction proportionnelle

Dans cette partie nous ferons ’hypothese que le moteur est commandé par une tension u(t) telle que :
u(t) = kp(Qres — tUm)

1. Donner le schéma bloc en boucle fermée.

2. Déterminer a l'aide du critere de Routh, la plage de valeurs de £, tel que le systeme soit stable. En
boucle fermée la fonction de transfert est :

a 1

B = —
0(p) Jpl+71p

kpa kpa

BF(p) = =
(p) kpa + Jp(1+71p)  JTp? + Jp+kpa

Tableau de Routh

La seule condition est que £, soit positif.

3. On suppose que le couple de perturbation est nul et que k, = 1, dessiner la réponse a un échelon
de tension u(t) = 10V. On précisera quelques points remarquables (valeur finale, temps du premier
maximum, dépassement).

kpa kya 1
BF(p):k Jpl :J 5 pJ ? = o —
pa+ Jp(L+7p)  Jrp*+JIptkpa 14 2mp 4 by
0
Temps de réponse & 5% :
3
Trsp = —
mwo

Premier dépassement

mm

D1 =100e Vi-m2

Temps du premier pic

m

Tpic = 100e Vi-m2

Step Response

Amplitude

|
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
Time (sec)

F1GURE C.26 — Réponse a un échelon de 10V.

4. Le couple de perturbation étant maintenant non nul et égal = 1N.m, déterminer I’erreur statique.
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3 Correction proportionnelle-intégrale

Dans cette partie nous ferons ’hypothese que le moteur est commandé par une tension u(t) telle que :

t
u(t) = kp(Qref - um) + kz/ (Qref - um)dt
0

1. Montrer que, y compris en présence du couple de perturbation, I’erreur statique est nulle.

2. Déterminer k, et k; pour avoir une réponse indicielle présentant un dépassement de 20%.

4 Analyse de la correction numérique

Dans cette partie nous ferons I'hypotheése que le moteur est commandé par une tension u(t) issue d’un bloqueur
d’ordre 0 lui méme alimenté par des valeurs numériques uy telles que :

U = kp(Qrefk - Umk)
On souhaite qu’en boucle fermée, le systéme se comporte comme un systéme du second ordre continu de
pulsation propre wy = 160rad.s~! et de facteur d’amortissement & = 0.45.
1. Proposer une période d’échantillonnage correcte.
2. Déterminer la transformée en z de I’ensemble moteur-hélice-génératrice tachymétrique.

3. A T'aide du critere de Jury, déterminer la plage des valeurs de k, telle que le systeme soit stable en
boucle fermée.

4. Proposer un correcteur numérique de type PI pour ce systeme.
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1°T€ année

Juin 2011

Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 2h

Cet examen est la comparaison dans le cas des systéemes du premier ordre retardés de trois méthodes différentes
de synthese d’un correcteur donnant a la boucle fermée des caractéristiques proches ou identiques a la réponse
pile. La comparaison s’effectuera sur la réjection de la perturbation.

Les questions sont largement indépendantes entre elles, ne restez pas bloqué sur une question.

1 Partie 1 (8 pts, 50 mn) Une alternative a la réponse pile...

P(p)

R KR o) S ey L

F1GURE C.27 — Systéme étudié.

g -T
G(p) = P
(p) [

avec T = (d — 1)T,, les autres valeurs sont volontairement omises! On notera a = e~7¢/7

1. Déterminer la transformée en z G(z) du systeme G(p) précédé d’un bloqueur d’ordre 0 échantillonné a
la période d’échantillonnage T,.
g(l—a) _4
G(z) = —-+=
(2) 1—az1"

2. Le correcteur C(z) =

g((zz)) de la figure C.27 est donné par son équation récurrente :

Up = QUKR—1 + (1 — a)uk_d + Ber — bPep_1

A partir de I’équation récurrente, en déduire la fonction de transfert C(z) = %
B(1—bz71)
C =
(2) l—azl—(1—-a)z7¢
3. En posant b = a, calculer la fonction de transfert du systéme en boucle fermée BF(z) = V)[/,((zz))
Bl —bz") gl —a) 4 Bg(1l —a)z"?
C(2)G(z) = —
(2)G(2) l—azl—(1-—a)z7%1—az"! : l—azl—(1—-a)z7¢
d’ou 4
1—a)em
BF(2) Bg(l —a)z

T l—az it (Bg(1 —a)— (1 —a))z—¢

4. Déterminer la valeur de la constante 5 telle que le systeme en boucle fermée ait un comportement de
type premier ordre retardé avec un pole unique en «.

(1-a)

(1—a)z™
g(1—a)

On résout : fg(l —a)—(1—a)=0 soit f[= T

donc BF(z) = 1 —
—az
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5. Ce correcteur garantit-t-il une erreur statique nulle 7 Justifier. Oui car il présente un pole en 1.
Denom(C(z))=1—-az ' —(1—-a)z™% pourz=1 :Denom(C(1))=1-a—-(1-a)=0

6. Pour d = 2, calculer les poles du correcteur et donner les limites de « telles que le correcteur seul soit
stable.
Denom(C(2)) =1—az™' — (1 —a)z72
polesenlet a—1donc0 < a<?2
7. Pour d = 3, montrer que le dénominateur de C(z), s’écrit (1 —2z7%) (14271 + (1 — a)z72).
A T'aide du critere de Jury, vérifier la stabilité du correcteur seul.

Denom(C(z)) = (1—2"") (1+(1—a)z7" — (a—1)27?%)

soit en puissances positives de z
Denom(C(z)) =2* —az—(1—a) = (2 = 1) (2 + (1 — @)z — (a — 1))

(a) Yrpa)=D(1)>0=3-2xa>0= a<3/2
(b) (—1)" X7 g(~1)7ad = (~1)"D(~1) > 0= 1> 0
(c) |af| —ad < 0= |1-a)|-1<0=0<a<2

donc 0 < v < 3/2

8. Montrez que lorsque a — 0, le systeme en boucle fermée tends vers un retard pur de d périodes
d’échantillonnage.
(1-—a)z=% | z=4 _d
BF(z)=——"——, sia—0 BF(z)=— =1z
(5) = T (=)
9. En prenant a = 0, b = a et 8 tel que déterminé a la question 4, déterminer la fonction de transfert
Fpy (z) entre la perturbation P et la sortie Y, montrer que le pole unique de cette fonction de transfert
est le méme que celui du systéeme en boucle ouverte.

g(l—a) —d
o l1—az—1
Fry(z) = 14 B0-b="h)  g(1-a)  _q

l-az !'—(1—a)z=4 1—az—1

I GO - A < v A
- —a)z—4 - —a)z—d _ ,—d _ —d
14+ 2= 14 2wt (1-270) + Bg(1-a)z

g(l—a) _ _
T 1wt -2

10. Pour W (z) nul et P(z) échelon unité, vérifier que lorsque t — oo la sortie Y (z) tends vers 0.

Y(2) = P(2)Fpy(2) = - _12_1 f(_l ;;)1 R

Théoreme de la valeur finale

lim y(t) — hiri(l _ Z_l)Y(z) — lim (1- z_l) g(l —a) —d

_ ,—dy
t—o0 21 1 —271 1—qz1 <1 z ) 0

2 Partie 2 (7 pts, 50 mn) Synthése RST

La méthode précédente ayant montré que la dynamique de réjection de perturbation est la méme que la
dynamique en boucle ouverte, on se propose d’améliorer ce point en implantant un correcteur RST.

1. Décomposez G(z) sous la forme :

_ B(z) _ B*(2)B~(2)
@) =40 T T A () A ()

ol BT (2), A*(z) sont compensables et B~ (z), A~ (z) ne le sont pas.
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FiGURrE C.28 — Systeme étudié.

B+(z) B (2)
—— z
g(1—a) 73

—1 <

G(z) =

C1-—uaz

A+(z)

et A7(2) =1
2. A partir du schéma de la figure C.28 , montrer que la fonction de transfert Fpy (2) entre la perturbation
P(z) et la sortie Y (z) est de la forme :

BS

Frv(2) = 4o BR

3. On pose S(z) = (1 — 271)S1(2), quel type de perturbation sera asymptotiquement rejeté ? Les pertur-
bations en échelon uniquement.

4. Afin d’obtenir un comportement astatique, donc que Fpy () soit un polynome en z~! et non pas une
fraction rationnelle. Ecrire 1’équation diophantienne reliant les polynémes A(z), B(z), R(z) et S1(z).

BS  polynéme en z7!

~ AS+BR 1

pr(Z)
d’ou
AS+BR=1= (1—az" )1 -2"18(2) + (1 —a)z2 ?R(z) = 1
5. En prenant d = 2, déterminer l'ordre des polynémes R(z) et Si(2). .

d°R = 1= R(z)=ro+mrz"
d°S; = 1= 81(2)=s0+ 812"

6. Toujours avec d = 2, déterminer les polynomes R(z) et Si(z).

(I—az (1 —2Y(so+siz7)+ (1 —a)z Y ro+rz ) =1

So = 1
—(a+1)sp+s1 = 0=s1=a+1
12
aso—(a+Ds1+(1—a)ro = OSTO:—%
1
as1+(l—a)ry = Oﬁrlz—%

7. Déterminer la fonction de transfert Fyyy (z) entre W(z) et Y (2).
~ AS+BR

2. Les degrés des polynémes R(z) et S1(z) sont le résultat du match de football du 2 Avril 1955 entre Charlton Athletic et
Newcastle United, comme quoi, bien connaitre le foot peut étre utile!

Fuy (2) BT = (1—a)z74T
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8. Calculer T(z) tel que la fonction de transfert Fyyy (2) soit égale a 2z~

1

Foy(2)=(1—a)z T =2"9=1T= T

9. Déterminer ’équation récurrente uy en fonction des ug_;, wrp_; et Yr_;.

3 Partie 3 (5 pts, 20 mn) Synthése pile

1. En reprenant la figure C.27 et en posant d = 2, faire une synthese de C(z) de type réponse pile.
En reprenant les notations du cours :
1-F(z) = (1—z"H)"MA7K(2)=(1-2YK(2)
F(z) BT (2)B™(2)L(2) = g(1 — a)z 2L(2)

Ce qui revient a résoudre I’équation diophantienne :

(1—-2"HK(z)+g(1—a)z%L(z) =1

d°K((z) = 1= K(2)=ko+kz"
d°L(z) = 0= 1L(z)=1

(1—2Nko+kiz ) +g(1—a)z2lp=1

ke = 1
ki—ky = 0=k =1
1
1+9(1—a)lo 0=1o o= a)

Le correcteur s’écrit alors :

(1- az_l)ﬁ

CE) = A= a 1)

2. Montrez que le correcteur obtenu est instable.

(1- azil)ﬁ
=1 -+

———
pole instable !

Cl(z) =

3. Montrer que le correcteur C(z) de la premiere partie est égal au correcteur de la réponse pile si ’on pose
a=0.

Si tout c’est bien passé, vous venez de découvrir que le correcteur RST permet une meilleure réjection de la
perturbation que le correcteur de Dahlin (partie 1) qui n’est qu’une approzimation de la réponse pile permettant
d’éviter le pole en -1 dans le cas particulier des systémes du premier ordre retardés.
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1°T€ année

Janvier 2012

Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 1h

Le probleme posé est ’asservissement de position d’un moteur a courant continu.

I, J
UjO—" oz }—I" K F+O+—" o7 Q| % }_9’
E
LK ]

F1GURE C.29 — Schéma bloc de la machine a courant continu commandée par 1'induit.

Applications numériques :

J =2 kg.m? : inertie totale du rotor et de la charge
K=1Vsrad! : coefficient de F.E.M et de couple
R=1Q : résistance de l'induit

L=0.00H : inductance de l'induit
f=0Nmsrad™! :frottement visqueux

1 Modélisation - Analyse

1. A partir du schéma de la figure C.29, retrouver les équation différentielles liant :
o u(t), i(t) et e(t)
o (1), vp(t) et w(t)
Les conditions initiales sont supposées nulles !

di
= Ri+L—
U 1+ dt+€
dw
JE = v+ - fw
v = ki
e = Kw

141

2. Déterminer la fonction de transfert G(p) entre la vitesse 2(p) et la tension appliquée au moteur U(p).

B K
- JLp? + JRp + K2

G(p)

3. Tracer a main levée, la forme générale du diagramme de Bode asymptotique de G(p) en module et en

phase. On donnera quelques points remarquables.

4. Toujours a main levée, tracer dans le plan complexe les poles du systeme.
Poles en -19.5 et -0.513
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Bode Diagram

o

£ N
o =
T T
1 1

2]
o
T
1

Magnitude (dB)

.80 o

-100 M| M | | L

-45

©
o

Phase (deg)

o
o

-180 = L Lol L Lol L Lol L Lol
10° 10 10 10 10 10
Frequency (rad/sec)

F1cURrE C.30 — Diagramme de Bode du systeme en boucle ouverte

2 Correction proportionnelle

1. L’asservissement de la vitesse du moteur est réalisé a I’aide d’un correcteur proportionnel C(p) = A et
d’un capteur de vitesse de coefficient K/ = 0.1V.s.rad~!. Donner le schéma bloc de cet asservissement.

2. En faisant ’hypothése que I'(p) = 0, déterminer la fonction de transfert du systéme en boucle fermée

Q
H(p) = 52

AK

H =
W) = ST Ty + K2 AKK

3. Montrer, a I’aide du critére de Routh, que quelle que soit la valeur de A > 0, le systéme en boucle fermée
reste stable.

Tableau de Routh

P2 JL K2+ AKK' 0
P! JR 0 0
0 | K2+ AKK’ 0 0

Comme JL et JR sont positifs, il faut résoudre K? + AKK’ > 0 donc :

K
A> -2

4. En prenant A = 1 et en supposant que U(p) soit un échelon unité, quelle est la valeur finale de la vitesse ?

H(p) = -
P = T T JRp+ K2 + KK’
1 K 1
lim w(t) = li - _ — 0.9091
A () = TRy T K KK~ K+ K

5. Toujours avec A = 1 et U(p) un échelon unité, quelle est la valeur finale de la sortie du capteur de
vitesse 7 Un dixieme de la valeur précédente puisque le capteur divise par 10...

K/
e = 0-09091
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6. Déterminer A tel que lerreur statique soit égale & 2 /no.

A = 4990

7. Montrer que H(p) peut se mettre sous la forme :

«@
H(p) = 2 1 (C.5)
L+ Sop+ 5=p?
AK
Hp) = AK _ KILAKK
JLp2+JRp+K2+AKK/ K2+L]1‘{‘KK’p2+K2+ETKK’p+1
8. En déduire la valeur du facteur d’amortissement m. Que pensez-vous de cette valeur ?
_ /K24 AKK' _ 1 JR
Wo =TI eV = g s AR
Applications numériques : wg = 10/50 ~ 70 et m = % ~0.14
Le facteur d’amortissement est tres faible, le temps d’établissement sera tres long et le dépassement tres

grand.

9. Afin de réduire le facteur d’amortissement, on se propose d’ajouter une boucle supplémentaire de courant
suivant le schéma de la figure C.31. Montrer que le coefficient B n’intervient que dans le terme i—”ﬂL de
I’equation C.5.

4‘ B r,
Qch — € U+ 1 I I+Y4 1 Q 1 [C]
—C O—{mm | K [~O—{mg [Tl s

FIGURE C.31 — Boucle asservissement de vitesse et de courant simultanés.

AK
_ K21 ARKK
H(p) = 7L 5 , J(R—AB) 1
KT ARK D"t 'ogakg P T

10. On désire un dépassement de 5% de la valeur finale. En déduire la valeur du facteur d’amortissement m
correspondante puis la valeur de B.

. _ K24+ AKK' _1 J(R—AB)
Dans ce cas : wg = 4/ =T etm72\/m
On souhaite m = g ~ 0.707 d’ou B ~ —8.10~*

11. Avec les réglages précédents, Quelle est I'erreur statique engendrée par un couple de perturbation I',(p)
en échelon unité?

3 Correcteur PI
1. Montrer que la fonction transfert G(p), peut s’écrire sous la forme :

B
(1+71p)(1 + 72p)

G(p) =
avec 71 >> To

K 3 1

e ~

G(p) = =
9 JLp? +JRp+ K2 (1+7np)(l+7mp) (14 1.95p)(1+ 0.05p)
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2. En déduire que G(p) peut étre approximée par :

56_7217

(14 71p)

1 _ (1-0.05p) e 0-05p
1+1.95p)(1 +0.05p)  (1+1.95p) — (1+ 1.95p)

G(p) ~ (

Que représente 1o alors ? Quelle est le domaine de validité fréquentiel de cette approximation 7
To est un retard pur, cette approximation est valable jusqu’a la fréquence de coupure de la constante de

temps rapide (72) soit jusqu’a f = f. = 27372

3. Tracer & main levée la réponse indicielle de approximation de G(p).

4. En déduire un correcteur PI de type Ziegler-Nichols pour le systeme.
K =091 avec a = E/T
Ti =3.37
Application : K = 0.9 = 09550502505 = 385.8839

4 Régulation numérique

1. La transformée en z de G(p) précédé d'un bloqueur d’ordre 0 avec une période d’échantillonnage de
T. = 0.05s est :

0.09179(1 4 0.7181z1)z~1
(1—0.9747z1)(1 — 0.3774z 1)

G(z) =

2. Le systéme est bouclé, comme dans la partie analogique a 1’aide d’un correcteur proportionnel C(z) = A
et d’un capteur de vitesse de coefficient K’ = 0.1V.s.rad~!. Donner le schéma bloc de cet asservissement.
On précisera les parties numériques et analogiques.

3. En utilisant le critere de Jury, déterminer la plage de gains A > 0 tel que le systéme en boucle fermée
soit stable.
En boucle fermée :

AG(z) 0.09179A(1 + 0.7181z1)z~!

@) =13 AK'G(z) — (1—0.9747z=1)(1 — 0.37742~1) + 0.09179AK' (1 + 0.7181z 1)z~

0.09179A(1 + 0.7181z1)2 !
(1—0.9747z=1)(1 — 0.3774z1) + 0.09179AK' (1 + 0.7181z 1)z~

0.09179A(z + 0.7181)
(22 + (—1.3521 + 0.009179A)z + (0.3679 + 0.00066A)

H(z) =

H(z) =

Critere de Jury :

e D(1)>0=0.15749 + 0.1577A >0 = A > —0.99

e —1"D(—1) > 0 = 0.2720129503 — 0.00025875A > 0 — A < 1051.23

. ‘agy —ay < 0=10.00065914 + 0.03679.] — 1 < 0 = —207.25 < A < 95.77
Donc —0.99 < A < 95.77

4. En labsence de perturbation I'(z), déterminer erreur statique minimale que 1’on peut obtenir avec un
tel correcteur.
On calcule ¢(t) pour A = Az = 95.77
lim e(t) = lim (1 — 27 )e(z)

t—o00 z—1

avec :

e(z) = Qe(2) — Q2)K' = Q.(2) — e(2)AG(2) K’

QC(Z) _ 1—2z—1

e(z) = = o
TFAGLIR 1 A T
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(1—0.97472*1)(11—0.3774z*1)
e(z) = (1—-0.9747271)(1 — 0.37742*1)1:;1(0.09179(1 +0.7181z= 1)z~ ) K’
donc
(1—0,9747{1)(11—0.3774[1)
tli}IEO e(t) = ;E(l —2) (1-0.97472-1)(1 — 0.3774z*1)1—_|—zA(0.09179(1 +0.7181z= 1)z~ ) K’
1—0.9747271)(1 — 0.37742 71

Jim e(t) = lim 1- 0.974721)(1( 0.??73471;?) +)(A(o.g;17779(21 +)0.7181z1)zl)K’ =001

En posant :

(1 — boZil)(l — blzfl)(l — bQZil)
(1—a12=H) (1 —agz"1)

Quelle valeur donner & a; pour obtenir une erreur statique nulle 7

C(z)=K

a; =1 = Pole en 1 donc un intégrateur pur

Le correcteur C(z) est-il causal ?
non

145
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1°T€ année

Mai 2012

Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 1h

Le probleme posé est ’asservissement de température d’un four.

F1GURE C.32 — Modele électrique équivalent d’un four.

Applications numériques : Fantaisistes pour simplifier les calculs

V =1000
R =1
Ry =1
C=1
7=0.1

1 Modélisation - Analyse

L’interrupteur est tel qu’il s’ouvre lorsque la température dépasse 200°C et se ferme lorsqu’elle est inférieure a
190°C. La température ambiante est de 20°C.

1. Déterminer la tension aux bornes de Rz, Vg, (la température du four) en fonction de la valeur des
composants et de V' en se référant au schéma de la figure C.32.
Les conditions initiales seront supposées NON nulles !

2. Calculer le temps nécessaire pour atteindre la température de 200°C.

3. Tracer a main levée, la forme générale de la température du four en fonction du temps.

2 Asservissement de type P

On implante un capteur de température dont la fonction de transfert est :

_ 1
_1+7'p

H(p)

1. L’interupteur étant fermé, déterminer la fonction de transfert G(p) liant la température du four (Vg,)
et la puissance électrique consommée par la résistance (V).

2. Dessiner le schéma d’un asservissement de type P, faisant apparaitre, le four, le capteur, le sommateur,
le correcteur.

3. On asservi le systéme avec un correcteur de type proportionnel de gain A. Montrer que si A > 0 le
systeme asservi en boucle fermée est toujours stable.

4. Déterminer A tel que le systéeme en boucle fermée présente un dépassement de 20%.
5. Quelle est alors la pulsation propre du systeme asservi?

6. Soumis & un échelon de commande Y, = 200°C, Quelle est I'erreur statique ?
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3 Asservissement de type PI

Dans cette partie on fera '’hypothese que 7 est trés petite devant d’autres constantes de temps et peut étre
assimilée a un retard pur.

1. Donner la nouvelle fonction de transfert G'(p) = G(p)H (p) tenant compte de cette hypothese.
2. Calculer un correcteur de type PI pour ce systeme.

3. Soumis & un échelon de commande Y, = 200°C, Quelle est 'erreur statique ?

4 Asservissement numérique

1. Déterminer la transformée en z de I'ensemble four et capteur de température précédés d’un bloqueur
d’ordre 0.

2. Ce systéme est asservi par un correcteur proportionnel de gain A. Déterminer les limites de A telles que
le systeme reste stable en boucle fermée.

3. Déterminer la relation entre T., A et la stabilité du systéme en boucle fermée.
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1°T€ année

Juin 2012

Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 2h

Cet examen se compose de deux parties totalement indépendantes. Au sein des parties, les questions sont
largement indépendantes entre elles, ne restez pas bloqué sur une question.

Les résultats seront plus concis et les réponses un peu plus “faciles” & trouver en utilisant la forme en 271,
sauf pour Uapplication du critere de Jury, qui implique la forme en z.

1 Partie 1 (10 pts, 1h) La suite de Fibonacci...

La suite de Fibonacci est définie par :

fn+2 - fn+1 + fn
avec fo=0et f1 =1

1. En utilisant le théoréme de avance, montrer que la transformée en z F(z) de la suite de Fibonacci
s’écrit sous la forme :
z

F(z) =

22

—z—1

e En posant Z[f,] = F(z), déterminer Z[f, 1], en fonction de F(z) et des conditions initiales
e En déduire Z[f, 2], puis la transformée F(z) de la suite de Fibonacci.

Z[f(t+kT)U ()] 2PE(2) = 2PF(0) = 2*R(T,) — 2P 2F(2T.) — ... — 2F((k — 1)T%)

Z[f(t+ ETe)U(2)]

k—1
2P| F(z) - Z fnT)z™"
n=0

donc :
Zlfa) = F(2)
Zlfas1] = 2F(2) —2f(0)
Z[fara] = 2°F(2) = 22f(0) — 2£(1)
donc :

2. On définit un systeme échantillonné G(z) tel que, soumis & une entrée en échelon U(z), sa sortie est le
signal F'(z). Donner la transmittance opérationnelle de G(z).
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W(Z)+O e(z) I U(z) e | F(2)

F1GURE C.33 — Tentative de stabilisation par un gain K.

3. Montrer que la transmittance G(z) est instable. pdles de G(z) : z; = ‘/5;1 ~ 1.6 (instable) et zo =

1-V6
=2 ~—0.6

4. Montrer qu’il n’existe pas de valeur de gain K tel que le systeme décrit en figure C.33 soit stable.
Fonction de transfert en boucle fermée :

K(z-1)

FTBFG) = -1 - (R 5 1)

Critere de Jury : D(1) >0 =1+ (K —1) — (K +1) > 0 = —1 > 0 donc toujours instable VK.

P(2)

W(z U(z F(z
S ECHEe O b—{ew =237

[ Rz |
R(z)

FIGURE C.34 — Principe de correcteur par correcteur RST. P(z) est une perturbation.

5. On se propose de corriger le systéeme avec un correcteur de type RST (cf. fig.C.34). Décomposez G(z)

sous la forme : B(2) B+ ()8 (2)
CE) =20 T T AT (A7)

ot Bt (z), AT (z) sont compensables et B~ (z), A (z) ne le sont pas.

G2) = (1—z"YHz"t (1—2"1Hz7t
S R (1 —21271)(1 — 29271
B~ (2)
G2) = (1—z"1Hz!
=2z ) (1 =227 Y
At(z) A~ (2)

6. Déterminer la fonction de transfert Fyy (z) en fonction des polynémes A, B, R, S et T entre la consigne
W (z) et la sortie F'(z).

BT

Fwy () = 45 BR

7. On pose S(z) = (1 — 271)"S;(z). Quelle valeur doit-on donner & n pour avoir une erreur statique nulle,
y compris en présence de perturbations P(z) de type échelon? n =1

8. On souhaite avoir un comportement de type premier ordre précédé d’un bloqueur d’ordre 0 avec un gain
statique de 1 et un pole en «. Donner le modele de la fonction de transfert modele voulue My vy (2) en
boucle fermée.

l-a (1-a)z!
My (2) = —a  1—azt
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9. Bien que 'un des poéles de la fonction de transfert soit compensable, on décide de ne pas le com-
penser. Apres simplification de 1'équation Fyyy (2) = Mwy (z), déterminer les polynomes R(z),S(z) et
T(2).

B (1—2712717(2) _(L—a)!
Fivy (2) = (1-2HS1(x)1-21=-22)+(1-2"1)2"'R(z) 1-az!

qui se simplifie en :

- T(2) _ (1-a
By = T s o /e 1 an ]

Résolution de I’équation diophantienne : forme AX + BY = C

(1—2t' =298 (2)+2 ' R(z)=1—az!
A X By
d°C ? d°A+d’'B
1 < 2+1

donc I’équation est réguliere, on en déduit que :

I'X=d"B-1 = d°Si(z)=0 = 5i(2) = s
d°Y=d'A-1 = d°'R(z)=1 = R(z)=rg+rz"

donc :

1—zt =2 s+ 2 (ro+rz ) =1—az!

So = 1
—So+1r9g = —«
—S0 —|-7”1 = 0

dou:sp=1rg=(1-a),r1 =1

T(z)=(1—-a), Si(2)=1,S)=1-2z1, Rz)=1—-a)+2z"!
2 Partie 2 (10 pts, 1h) Systéme instable

Wi(z) _ e(z) U(z)

20 C(2) Y= |

Fi1GURE C.35 — Systeme étudié.

Soit le systeme G(p) tel que :
1

1—7p

G(p) =

avec 7 > 0, le systeme est donc instable!
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Synthése du correcteur
1. Déterminer la transformée en z G(z) de G(p) précédé d'un bloqueur d’ordre 0. On posera a = e’e/7
1l—a (1—a)z! T

= = = e/T
G(2) P [ a1 avec a=e

2. Décomposez G(z) sous la forme :

_BE) BB ()
A(z)  (1—2"H)"AT(2)A (2)

ol Bt (z), AT(z) sont compensables et B~ (z), A~(z) ne le sont pas.

BT(z) B (2)
(1-a) 27}
1—a) 2~
G(z) = ———
() (1—az"1)
———
A= (2)
3. Déterminer un correcteur C(z) pour le systéme G(z) de type réponse pile pour une entrée en échelon.
Soit & résoudre :

1-F(z) = (1-2"YA"K(2)
F(z) = BT(2)B (2)L(2)

(1—2"HA K(2) + B (2)B™ (2)L(z) =1
1—2zH1-azHK(E)+(1—-a)z 'L(z) =1
Résolution de ’équation diophantienne : forme AX + BY = C
11—zl -azHKE) +(1-a)z ' L(2) =

1
| A
A X B Y c

d'C ?7 d"A+d°B
0 < 2+1

donc I’équation est réguliere, on en déduit que :

Ad°X=d'B-1 = d'K(2)=0 = K(2)=ko
A°Y=d'A—1 = d°Lz)=1 = L(z)=lo+lz"

En appliquant :
(1-2zH1-azHko+ (1 —a)z o+ 1Lz" 1) =1

ko =1 ko =1
= | —ko(l4+a)+(1—a)ly=0 =)= 1
ak0+(1—a)l1:O llzliaa

d’ou le correcteur : A+ (L I o1
Oz = (i) z) _lot 1i
1= DK(E) 127

Etude de la réponse temporelle en boucle fermée
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Réponse en BF & un échelon unité
4 T T T T T

351 B

251 B

amplitude
N
T
Il

051 B

FIGURE C.36 — Réponse du systéme en boucle fermée (ici, y(T.) = 3.75,T. = 1s).

4. Le correcteur C(z) est de la forme :

La sortie analogique mesurée sur le systéme asservi avec le correcteur C(z) donné précédemment est
représentée en figure C.36. Déterminer la premiere commande u(0) envoyée au bloqueur d’ordre 0.

Avec les notations de la figure C.35

U(Z) . lo —|—llz’1
e(z) 1-—z71

O(z2) =

donc :
U)1—2"Y =e(2)(lop+ 1Lz )

En repassant en temporel :
u(k) —u(k —1) =loe(k) + l1e(k — 1)
a l'instant k =0
et £(0) = 1 car le systéme n’a pas le temps de bouger et il est soumis & un échelon unité. donc

_1+a

U(O):lo—l_a

5. Le signal de sortie y(t) est donné en figure C.36. Montrer que ce signal y(¢) est donné par la fonction :
y(t) =lo(1—€™) pour 0 <t <T,

Entre 0 et T, tout se passe comme si le systeme était soumis a un échelon d’amplitude /g donc :

lh 1
Y(p) = 2G(p) = 2
(p) ) (p) Pl

dont Voriginal est (cf tables) :
y(t) = lo(1 —e"'7)

6. Déterminer T, pour que la sortie y(7.) soit égale & 3 pour une entrée en échelon unité.

14 eTe/T

1+a
1—eTe/m

y(Te) =lo(1 —€™/7) = —

(1—eTe/my = (1—eTe/my =14 €Te/7
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il faut donc résoudre :
14T/ =3 soit e’*/" =2 donc T./7 =1In2

donc
T.=In27

Montrer que, quelle que soit T, la sortie y(7T.), sera au moins égale & 2 pour une entrée en échelon unité.
y(Te) =1+ e/
T. et T sont positifs donc T, /7 > 0

lim y(7.) = lim 14 e%e/7 =2
T.—0 Te—0

Donc au mieuz, le systéme présente 100% de dépassement... un correcteur RST ferait nettement mieux,
mais ce sera l’objet d’un prochain examen!
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année

Novembre 2012

Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 1h

Dans cet examen partiel, pratiguement toutes les questions sont indépendantes!

Soit le systeme décrit par la fonction de transfert G(p) :

A oY)
) = (1+7p)(1+mp)  W(p)

Applications numériques : A =1,7 = 10,71 = 1,75 = 100

1
2
3

4.

5

. Donner I'équation différentielle liant y(t) et ses dérivées a w(t).
. Tracer une approximation réaliste de la réponse indicielle de G(p), pratiquement sans calcul !
. Tracer la partie module du diagramme de Bode du systeme. Préciser quelques points remarquables.

A la pulsation w = wg = %, quelle est la phase apportée par le retard pur ?

Dans la suite, le retard pur est approximé par une constante de temps, ainsi :

Ae™ TP A
0= Tt - Grnp A+t - P

On considere généralement que cette approximation est correcte pour w < %

Le systéme est bouclé et corrigé par un gain k tel que représenté en figure C.37.

Wip) e | ) Y(p)

O | k Gi(p —>

F1cUrEe C.37 — Systeme bouclé et corrigé par un gain k.

Déterminer le gain k = k,,,., tel que le systeme reste stable en boucle fermée. Montrer qu’a la limite de
Poscillation (k = kiaz) le systéme en boucle fermée présente deux podles complexes conjugués a partie
réelle nulle.

. De la question précédente, déduire la période d’oscillation a la limite de I’instabilité puis un correcteur

PI de type Ziegler - Nichols adapté au systeme.

1 Analyse du systeme échantillonné

La période d’échantillonnage est fixée a T, = 7

1.
2.
3.

Déterminer la fréquence maximale que 1'on peut échantillonner sans perte d’information.
Montrer que la constante de temps 75 est alors incontrolable par un correcteur numérique.

On considere que la constante de temps 75 est négligeable devant les autres constantes de temps, la

fonction de transfert devient alors :
Ae™ P

(1+71p)

Déterminer la fonction de transfert échantillonnée G(z), transformée en z de G(p) précédée d’un bloqueur
d’ordre 0.

Ga(p) ~

. Le systeme est bouclé et corrigé par un gain k.; tel que représenté en figure C.38.

En utilisant le critere de Jury, déterminer le gain maximal k.., tel que le systeme bouclé reste stable.
Pour kecn, déterminer les poles de la fonction de transfert du systéme en boucle fermée.

Toujours pour kecp, déterminer la valeur finale de la sortie pour une entrée en échelon unité.
Comparer kecp, €t kpmaz... étonnant non, en général c’est 'inverse... mais a force de faire des hypotheses...
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W(z z T | Y(z
( )jo a( ) |kech G(Z) ( )

Fi1GURE C.38 — Systeme échantillonné bouclé et corrigé par un gain kecp,.

1°T€ année

Mars 2013

Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 1h

Le correcteur PI dans tous ses états!

Soit le systéme décrit par la fonction de transfert G(p) :

_ A _ Y(p)
0= Tt~ W)

Applications numériques : A =1,71 = 1,75 =2

1 Analyse du systeme
1. Donner I’équation différentielle liant y(t) et ses dérivées & w(t).
2p%Y (p) + 3pY (p) + Y (p) = W(p)
2(t) + 3y(t) + y(t) = w(t)
2. Déterminer les poles de la fonction de transfert.

1 1
pr=——p2=—— AN: p=—1,py=-1/2
T1 T2

3. Le systeme est-il stable en boucle ouverte 7
Oui, les poles sont & partie réelle négative !

2 Correcteur de type P

Le systéme est bouclé et corrigé par un gain k tel que représenté en figure C.39.

W)y =) > e | Y (p)

ey |

F1GURE C.39 — Systéme bouclé et corrigé par un gain k.

Y(p)
Wi(p)"

1. Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée BF (p) =

k

BF(p) = 05—+
) 2p2 +3p+1+k
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2. Sauf erreur, BF(p) est un second ordre de type :

B

BE(p) = —%¢
1+3—Ep+£—§

Déterminer les valeurs de £ et wg en fonction de k.

k B
BF(p) = = .
) 202 +3p+1+k 1+i§p+%
w w§
k

2 3
wrP? g+l

YA . _ 3
d'ou: ¢ = NI

_ k41
wy = ==

3. Déterminer la valeur de k, kg telle que le systéme en boucle fermée présente un dépassement de 5%.
Rappel : le premier dépassement est donné par la formule :

73 ™
ERVICEaY)
én 2

3
D1 =100 Vie —100e V' vEeiD _5

(In(20))* + 972

ko=1/8 =1.36
0= )
4. Avec k = kg, déterminer P’erreur statique e(co).
g(o0) = LI 0.46
14k

3 Correcteur de type PI : Ziegler-Nichols

La réponse a un échelon unité du systeme est donné en figure C.40.

1. Déterminer un correcteur PI de type Ziegler - Nichols adapté au systeme.
Mesuré sur la figure C.40 : 7 =0.38, T =4.0
réglabilité = 10.4, parametres du PI : K = 9.35, Ti = 1.27

4 Correcteur de type PI : Synthese fréquentielle

1. Tracer le diagramme de Bode asymptotique de G(p) (module et phase). Préciser quelques points remar-
quables.
Voir : figure C.41.

2. Tracer le diagramme de Bode réel en module seulement. (Rappel : 'erreur entre le diagramme asymp-
totique et le diagramme réel est de 1 dB & l'octave.) Voir : figure C.41.

3. Déterminer sur le diagramme de Bode le gain k = k,,, tel que le systeme présente une marge de phase
de 45°.
Sur le diagramme asymptotique, la réponse est : A¢p =45 ° pour w = Irad.s~'. Le gain est alors de :

k= 6dB + 3dB + 1dB = 10dB = 3.16
— = ~~

1

6dB/octave  erreur & w=Irad.s™ erreur & I'octave (w=~0.5rad.s™!)

Sur le diagramme réel, la réponse est : A¢ =45 pour w ~ 2rad.s~!. Le gain est alors de : k=20 dB

4. Avec k = k,,, déterminer P'erreur statique e(o00).

1

= ———=024
1+3.16

£(o0)
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0.9

0.8

0.7
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0.5

Amplitude
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0.3
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0.1

5. Tracer le diagramme de Bode asymptotique (module et phase) d’un correcteur PI

Step Response

Time (sec)

FiGURE C.40 — Réponse indicielle.

=uul

\

FIGURE C.41 — Diagramme de Bode de G(p).

C(p):K<1+T1i >

Préciser le point remarquable (module et phase) en fonction de K et T;.

10

157

6. Calculer alors T; tel que le diagramme de Bode asymptotique de C(p)G(p) ne présente qu’une pulsation
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N \LGain : 20log(K), we = %

F1cURE C.42 — Diagramme de Bode du correcteur PI.

de cassure.
Ti == T2

7. En prenant la valeur de T; calculée précédemment, déterminer K tel que le systeme présente une marge
de phase de 45 °.

F1GURE C.43 — Diagramme de Bode du systéme corrigé en BO (PI(p) + G(p)) avec T; = 7.

K =9dB =2.8184

8. Quelle est Perreur statique du systéme en boucle fermée 7 Nulle, évidement !

5 Analyse et correction du systeme échantillonné

La période d’échantillonnage est fixée a T, = 71/10.

1. Déterminer la transformée en z de G(p) précédé d’un bloqueur d’ordre 0.

r Bo(p) _ blz + bo
(14 mp)(1 + 72p) 22 — (e7Te/m 4 e~ Te/T2)y 4 e~ Te/T1e~Te/T2
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1— —Te/T1y_ 1— —Te/T2 _ _ —Te/T2 _ —Te/T1
avec : by = d=e ﬁ)_z( £ ) et by = e Te/me=Te/T2 _ Tic e AN :

Glz) = 0.002379z + 0.002263
22— 1.8562 + 0.8607

2. Le systeme est bouclé et corrigé par un gain k.., tel que représenté en figure C.44, déterminer les poles
de la fonction de transfert du systéme en boucle fermée en fonction de k.. En posant :

blz —+ bo
GO = T e
2“4+ a1z + ag

La boucle fermée s’écrit :

K(blz -+ bo)
Z2 + (al + kechbl)z + (ao + kecth)

BF(z) =

P1)2 = —1/2&1 — 1/2 keen b1 £ 1/2 \/a12 + 2 a1 kecnb1 + kech2b12 — 4 kecnbg — 4 ag

T LI

F1GURE C.44 — Systéme échantillonné bouclé et corrigé par un gain kecp,.

3. En utilisant le critere de Jury, déterminer le gain maximal k.., tel que le systeme bouclé reste stable.
(a) Yigai =D(1) >0

1
= keen < —1pUFI0 — koo, > —1.0124

(b) (=1)" Xiig(=1)'a} = (=1)"D(=1) > 0

= keen < — U= — koo, < 32040.51
(c) |a8‘ —al <0

= UL <k < — U=t = —822.2271321 < keen, < 61.55545736
Donc : —1.0124 < keep, < 61.55545736

4. Toujours pour ke.p, déterminer la valeur finale de la sortie pour une entrée en échelon unité. Pas d'IT
pur, donc erreur = cte :

y(00) = lim (1 — 27 1Y (2) = lim(1 — 27 1) BF(2) * 1

z—1 Z2—1 (1—2z1)

= BF(1) = 0.983

5. On se propose de placer en lieu et place de ke., un correcteur de type PI numérique de la forme :

O(z) = Z((ZZ)) = kp+ kT,

Donner I’équation récurrente liant w(k) & u(k — 1) et e(k — ).

z
z—1

up = ug—1 + (k;Te + kp)e(k) — kpe(k — 1)

6. Calculer lerreur de trainage (systeme bouclé soumis & une rampe d’entrée unité).

Tez 1
T -1 _ -1 e
er(o0) = m(1 —27)e(z) = Im(1 == ) 5 T e am)
T.z 1
g¢(00) = lim (1 — 27 1) 5
=l (Z 1) 1 + (kp + kZTe zi]) (ZQT;::Z?GQ)
-1 T —1)(z2
£1(00) = lim z Lz (z —1)(2* + a1z + ag)

=1z (2—=1)2(z-1)(22+ a1z +ag) + (kp(z — 1) + k;Tez) (b1z + bo)

. T.(22+a1z+ag) (1+a1+aop)
g1(00) = lim =
z—1 (le(;Z) (blz + bo) k’l(bl + bo)




160 ANNEXE C. ANNALES

1°T€ année

Juin 2014

Examen d’automatique

Tous documents autorisés, durée : 2h

Les résultats seront plus concis et les réponses un peu plus “faciles” & trouver en utilisant la forme en 271,

sauf pour Uapplication du critere de Jury, qui implique la forme en z.

1 Partie 1 (6 pts, 40mn) De la compensation de poles....

Dans cette partie nous allons étudier le phénomene de compensation de poles et de zéros stables ou instables
pour en conclure que la compensation de poles instables ou de poles extérieurs au cercle unité rend le systeme
instable.

1.1 Compensation de poles stables

Dans cette partie le pole stable sera compensé par un zéro intérieur au cercle unité.

SOlt 16 schéma Suivant .
(=) 1—az 1 ) 1 b1271 2)

F1GURE C.45 — Compensation d’un pole stable par un zéro intérieur au cercle unité.

Compensation parfaite : Dans cette partie : a = b= 0.5

1. En vous référant a la figure C.45, déterminer la relation de récurrence liant uy et wy, originaux de U(z)
et W(z) respectivement.
U = W — GWE—-1

2. En supposant que W(z) est un échelon unité, déterminer les 5 premiers échantillons de uy.

uyg = 1

up = 0.5
uy = 0.5
ug = 0.5
us = 0.5

3. De la méme fagon, déterminer la relation de récurrence liant yp et wug, originaux de Y (z) et U(z)
respectivement.

Yr = up + byr_1

4. En appliquant a uy les échantillons déterminés précédemment, déterminer les 5 premiers échantillons de

Yk-
yo = 1
y = 1
y2 = 1
ys = 1

ya = 1
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5. Tracer sur le méme graphique les 5 premiers échantillons de wg, ux et yg.

Compensation imparfaite : Dans cette partie : a =0.5 et b=04

6. En appliquant a uy les échantillons déterminés précédemment, déterminer les 5 premiers échantillons de

Yk-
vy = 1
y1 = 0.9
y2 = 0.86
y3 = 0.844
ya = 0.838

7. Tracer sur le méme graphique les 5 premiers échantillons de wg, ug et yg.
8. Quelle sera la valeur finale de y ?

Y(z) 1—az!

Wi(z) 1—bz!

Donc le gain est :

Y1) 1-
() Z = 0.5/0.6 = 0.8333

1 1=

1.2 Compensation de poles instables

Dans cette partie le pole instable sera compensé par un zéro extérieur au cercle unité.
Compensation imparfaite : Dans cette partie : a =2 et b =1.9

1. Toujours en vous référant a la figure C.45, déterminer la relation de récurrence liant uy et wy, originaux
de U(z) et W(z) respectivement.

U = W — GWE—-1

2. En supposant que W(z) est un échelon unité, déterminer les 5 premiers échantillons de u.

ug = 1

u = -1
uy = —1
ug = -1
ug = -1

3. Au vu de la séquence uy déterminée que peut on conclure quand a la stabilité d’un systéme présentant
un zéro extérieur au cercle unité ?
La suite ug ne diverge pas, c’est bien stable!

4. En appliquant & uy les échantillon déterminés précédemment, déterminer les 5 premiers échantillons de

Yk-
Yo = 1
y1 = 0.9
y2 = 0.71
ys = 0.349
ya = —0.337

5. Tracer sur le méme graphique les 5 premiers échantillons de wg, ug et yg.
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P(p)

UT g I N e ISR

H(p)

FIGURE C.46 — Schéma bloc du systeme asservi par un PI.

2 Partie 2 (8 pts, 40mn)

La figure C.46 représente le systéme & asservir G(p) et le capteur utilisé H(p). Les fonctions de transfert sont :

1 2

G(p) = A+ et H(p)= 0t rp)

Applications numériques : 7 = 1s et 7. = 0.2s
Asservissement analogique

1. Faisant ’hypothese que la constante de temps 7. peut étre assimilée a un retard pur :

_
(1 + Tcp)

~ e TP

Déterminer un correcteur PI de type Ziegler-Nichols.

T=17=02et E=2donca=2
K =091 =225et T; = 3.37 = 0.66

Asservissement numérique

La structure de ’asservissement numérique est donnée en figure C.47.

P(2)

W ]

+ Y

H(p)

FIGURE C.47 — Schéma bloc du systéme asservi avec un correcteur numérique.

2. L’objectif étant de rendre le systéme bouclé aussi rapide que le capteur une fois la boucle fermée.
Proposer une période d’échantillonnage.

Par exemple T, = 7./5 = 0.04.

3. Quel que soit le résultat de la question précédente, calculer G(z) = Z [By(p)G(p)] la fonction de transfert
du systeme échantillonné précédé d’un bloqueur d’ordre 0 en prenant T, = 0.1s.

(1—a)z"?!
1—az"!
avec @ = e~ 1T Applications numériques :
0.09516z~1

G(z) = — 222222
(2) = T 0004871
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4. Calculer GH(z) = Z[By(p)G(p)H (p)] la fonction de transfert du systéme échantillonné précédé d’un
bloqueur d’ordre 0 en prenant 7T, = 0.1s.

BO (p) blz + bo

(1 +7p)(1 + 7ep) 22 — (e Te/m 4 e~ Te/Te)y 4 e=Te/TeTe/Te

r(1—e T/ 7 (1—eTe/e
by = ¢ i )

bO _ e—TE/v'e—Tﬂ/TC T

avec : ~Te/7e _p o=Tel"

T—Tec

Applications numériques :

GH(z) = (0.04117 +0.03372z"1)z=!  0.04117(1 + 0.8189z"1)z~!
1 -1511271 405488272 (1 —0.90482~1)(1 — 0.6065z~1)

5. Calculer la fonction de transfert en boucle fermée Bp(z) = ;,i((zz)) en fonction de G(z), GH(z) et C(z).

Y(2) C(2)G(2)

Br(z) = Y.(z) 1+ C(2)GH(z)

On se propose de déterminez un correcteur par la méthode de Zdan tel que :
e le systeme présente une erreur permanente nulle pour une entrée en rampe.
e Le systeme en boucle fermée se comporte comme un systeme du premier ordre de constante de temps
Te.
e La perturbation, de type échelon, est rejetée.

6. Donner le modele M (z) répondant au cahier des charges en boucle fermée.

 (1=b)zt
M(z) = 1—bz"t
avec b = e~ T</7 Applications numériques :
qqc
Miz)= ——F——
()= 75606551

7. Le correcteur est décomposé en trois correcteurs
C(z) = C1(z) Ca2(z) Cs(2)
Déterminer le nombre d’intégrateurs purs pour remplir le cahier des charges. Donner le correcteur C1(z).

1

Ci(z) = A=z

8. Décomposer le systéme a asservir sous la forme :

_ BY(z2)B(z) _ 0.09516z""

AT(2)A—(2)  1—0.90482!
0.04117(1 + 0.81892 1)z~

(1 —0.904821)(1 — 0.60652~1)

ou BT (z),B™(2), AT (2), A= (z) sont des polynomes tels que :

G(2)

GH(z) =

BT(z) contient tous les zéros de G(z) intérieurs au cercle unité (dits ”stables”)
B~ (%) contient tous les zéros de G(z) extérieurs au cercle unité (dits ”instables”)

ainsi que les retards purs du systeme

AT(z)  contient tous les poles de G(z) intérieurs au cercle unité (stables)

A~ (2z) contient tous les pdles de G(z) extérieurs au cercle unité (instables)

Pour G(z), le pole est en 0.9048 donc tout est compensable sauf le retard pur. Pour GH (z), les poles
sont en 0.9048 et 0.6065, le zéro est en -0.8189 donc tout est compensable sauf le retard pur.
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9. Déterminer la partie Cy(z) qui compensera les parties compensables de G(z).

1 —0.9048z1
©2(2) = —5 00516
10. En posant
~ Ay(2)
C3(Z) - AQ(Z)

donner I’équation diophantienne permettant de déterminer les polynémes A;(z) et As(z).

Y (2) C(2)G(z) C1(z) Ca(2) C3(2)G(2)

Yo(z) 1+C(z)GH(z) 1+ Ci(z) Ca(z) C3(2)GH(z)

171 § Al(z)zfl
BF(Z) _ (I—271)2 As(z)

1 Ay (z) 1
B (Z) _ (1—271)2 Ax(2)
=) = 14 1 A1(z) 1-0.9048z—1 0.04117(1+0.8189z— 1)z 1
(1—2z-1)2 Ay(z) 0.09516  (1—0.9048z 1)(1—0.6065z 1)

A1(2)(1 —0.6065271) 21 qqc
B = = \/i = -
() = 9201 = 0.6065: D)9 () + 0.4326(1 1 08189710218 () — 1) = T 6065:71

soit a résoudre
(1—271%(1 - 0.6065271)Ag(2) + 0.4326(1 + 0.81892" )27 A (2) = 1 — 0.60652*

11. En résolvant I’équation diophantienne déterminée précédemment, déterminer les polynomes A;(z) et
Ag(2). Ag(2) =1+0.6529271 et Aq(z) = 3.1139 — 3.73172~ 1 + 1.1178272

12. Vérifiez la stabilité et la causalité du correcteur obtenu. Causal et stable.

13. Pour un échelon d’entrée Y.(z), calculer la sortie y(kT.) lorsque k tends vers l'infini. Commenter le
résultat obtenu. y(kT.) — 0.5 c’est le gain du capteur qui provoque cela, erreur e(kT.) est bien nulle!

3 Partie 2 (7 pts, 40mn) Double intégrateur

Soit un systeme défini par sa fonction de transfert continue :

1
=

avec : 7 réel positif.

P(p)

W(Jv)jr E(p)‘ cw }_»\ c®) }—ff Yo

FiGUrE C.48 — Systeme bouclé.

1. En supposant que C(p) = kp+k;/p, montrer qu’il n’existe pas de valeurs de k; et k, telles que le systeme
soit stable en boucle fermée.

En boucle fermée :

kop + k;
CG(p) = =2——_ BF(p) =
() (1) (p)

kpp + k;
mp* +p3 + kpp + ki
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Il manque un terme en p> — instable. Et pour ceux qui ne le savent pas :
Tableau de Routh

p4 T 0 k‘,
3 1 kp
P> —Tkp ki
2
pl ‘r'k‘lf)k-i-kZ 0
P
p° ks

Tk, > 0 =k, <0
k2 +k;
Tkp

> 0 =7kl+ki<0=—ki>7k} =k <0

2. On suppose & présent que le correcteur est de la forme PID ”parfait” soit C(p) = kp + ki/p + kap-
Déterminer un triplet d’inéquations & vérifier tel que le systéme soit stable en boucle fermée (la résolution
n’est pas demandée). En boucle fermée :

 kap? 4 kpp + Ky kap? + kpp + ki

CcG BF(p) =
®) p*(1+7p) ®) mpt + p? + kap® + kyp + ki
Tableau de Routh
p4 T kd k’L
p3 1 k, O
p2 kg —Tkp ks
Tk2+k;
p' Faorh, 0
p° ks
kq—T1k, > 0 N L 0
h2 4k qa—T >
kf ir:l > 0 = ’
P ki > 0
ki > 0

. Déterminer la transformée en z, G(z), de G(p) précédée d’un bloqueur d’ordre 0, en prenant la période
d’échantillonnage T, égale & 7. Vérifier que Pon a bien deux poles en 1 et un pole en a = e~ 7e/7.
Applications numériques : T, = 7 = 1.

z Bo(p) _ baz? + b1z + by _ baz? + b1z + by
p2(14+7p)| 28— 2+a)2+(1+2a)z—a (2—1)2(z—a)
avec :
a = e T/
by = L4+ Tor+72(1—a)
by = (5 —2r2)(1—a)+T.r(1+a)
by = 72(1—a)—aTe(T+%)

. On se propose de déterminer un correcteur C(z) tel que le systéme présente une réponse pile pour une
entrée en échelon qui rejette des perturbations P(z) en rampe. Sans tenir compte de la perturbation,
donner Iéquation diophantienne liant K'(z) et L(z) (notations du cours).

() = (0.1321 + 0419721 4 0.080322)2~1  0.1321(1 4 297212~ 1)(1 + 0.20452 1)z~
# = 1— 2121 —az1) - 1— 2121 —az 1)

La boucle fermée F(z) doit répondre & deux équations :

1-F(z2) = (1-2"H1-2"1%K(2)
F(z) = L(2)B(z)
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K(z) et L(z) sont deux polynémes inconnus solutions de 1’équation diophantienne :
(1—2"Y3K(2)+B(2)L(z) =1
5. Déterminer l'ordre des polynémes K'(z) et L(z). La résolution n’est pas demandée!

Résolution de ’équation diophantienne : forme AX + BY = C

— 2713 z z z) =
(o PEG PO =L
A X B Y

d°C ? d°A+d°B
0 < 343
donc ’équation est réguliere, on en déduit que :
d'X=d'B-1 = d'K(2)=2 = K(2)=ko+kiz7! +koz™?2
d°Y=d"A-1 = d'L(z)=2 = L(z)=lg+lz "t +1272

6. La résolution de 'équation diophantienne donne K'(z) = 1+ 1.83962~! 4 0.334622, déterminer &(z).

’

e(z) =num [W(2)] A~ (2)K'(2) = (1-2"1)2K'(2) = (1—271)?(14+1.83962 1 +0.334622) = 1-0.16042 ' —2.34462

_ T.z _ Toz"!
T (17 T (1-2mY)?
la synthese est identique et les polynoémes K et L restent identiques. Cependant, 'erreur e(z) est

A noter : Pour une entrée en rampe W (z)

différente !
Erampe(2) = mum[W(2)] A~ (2)K'(z) = z7 ! (1—2z7h K'(2)
LY —
numérateur

intégrateur pur non
de W(z) utilisé de G(z)

= 27140.8396272 — 1.50502 3 — 0.33462"*

T62271(1+271)

Pour une entrée en parabole :W(z) = (e

paravoie(z) = mum[W(2)] A7 (2)K'(z) = 2" (1 + 27" K'(2)
numérateur

de W (z)
= 2714928396272 421742272 + 0.33462~*

7. Vérifier la causalité et la stabilité de votre correcteur.
8. Déterminer la réponse Y (z) & une entrée W (z) en échelon.

9. Tracer la réponse y(kT.) pour une entrée u; en échelon.

4 Partie 4 (6 pts, 40mn) RST

Le systéme & asservir posséde une transmittance en boucle ouverte G(z).

z—0.8

Glz) = z(z —0.6)

Cahier de charges en boucle fermée
e La fonction de transfert en boucle fermée devra étre :
31(1-052"Y2"1  By(2)
1+0.527140.05272  Ap,(2)

On montrera, dans un premier temps, que le schéma de la figure C.49 est équivalent au schéma de la figure
C.50. Puis on appliquera les méthodes classiques de détermination des polynémes R, S et T
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P(z)
YE(Z)jO 11__12—711 7 j % Ul(z) ﬁgg —jO;Y(L»
R(z)

FIGURE C.49 — Principe de correction par correcteur RST avec action intégrale. P(z) est une perturbation de
charge de type échelon.

P(2)

Ye(2) ‘ T(z) HO—’{ ﬁ U(z) Egz; _:r:Jr Y(Z);»

R(2)

F1GuRrE C.50 — Correcteur RST classique. P(z) est une perturbation de charge de type échelon.

Schéma equivalent

1. Déterminer la commande U(z) sur le schéma de la figure C.49 en fonction de R(z), S(z2), T(z), Y (2),Ye(2)

et S.
_ ! —R(2)Y (2 Wzil_ﬁz_l
Ue) = 55 | RO+ T

5(:)(1 = = (2) = T(2)(1 - B Yele) = [R(2)(1 — =7 + T(2)(1 - 52 )Y (2)]

(3 (:) - ¥ (2

2. De la méme facon, déterminer la commande U(z) sur le schéma de la figure C.50 en fonction de R, S,
T,Y(2), Yo(2).
S()U(2) = T(2)Ye(2) — R()Y(2)

3. Identifier les polynomes R, S et T en fonction de R(z), S(z), T(z).

SG) = @02

R) = BE)-=)+T(:0 -5
T(:) = T(:)(1-p)

4. Décomposer G(z) sous la forme :

B(:) BB ()
A(z) At (2)A~(2)

G(z) =

ol BT (z), AT (z) sont compensables et B~ (z), A~ (z) ne le sont pas.

Bt (2) B~ (2)
—_——~—
z—0.8 (1-0.8271) 27t

G = =
@)= =08 (1—0.621)2
[ ——
A+(z)

5. Ecrire la fonction de transfert H(z) = 3,/ ((ZZ)) en fonction des polynémes R, S et T, sans tenir compte de

la perturbation P(z). Ecrire cette méme fonction H(z) en fonction de R(z), S(z) et T(2).
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Y(2) B(2)T(z) B()T(2)(1 - Bz71)

H(z)

T Y(a) T ARSE) FBERE) T AR)S()1 - =) + B(z) [RE)(L— =) + ()1 - f=1)

. En faisant les hypotheses suivantes :

bj(Z) = Si(z)B7(2)
R(z) Ri(:)A" (2
T(z) = Ti(x)AT(2)

simplifier la fonction de transfert H(z).

B*(2)B~(2)T1(2) AT (2)(1 — Bz 1)

H(z) = — — —
AT (2)A=(2)S1(2)BT(2)(1 — 2=1) + B+(2)B~(2) [Rl(z)/ﬁ‘(z)(l — 2D+ Ti(2)At(2)(1 — Bz1)

_ BN =B
A=()S1()(1 = 27 + B (2) [Ra(2) (1 = 571) + i ()(1 - B2

H(z) =

sachant que B~ (z) = 2=t et que A~ (2) = 1

T (2)(1 - Bz

H(z) = — — —
Si(2)(1 — 2=1) 4 21 [Rl(z)(l D) 4T (2)(1 - 52—1)]

Bm(z)

. En écrivant ’égalité des numérateurs puis celle des dénominateurs de I’égalité : H(z) = () déterminer

les polynémes E(z), :S:;(z) et ﬁ(z) qui seront, si les calculs sont justes, des constantes.

21T (2)(1 = Bz~) _ 31(1-05271)z!
S1(z)(1—271) 4 2-1 [R~1(z)(1 — 2 )+ Ty(2)(1 — 52—1)} 140.5271 4+ 0.0522

H(z) =

Egalité des numérateurs :

H(z) =2 'T1(2)(1 = Bz~1) =3.1(1 — 0.5z~ ) z7"

Ti(z)=3.1et =05
Egalité des dénominateurs :

H(z) = $i(2)(1 =27 427 [Ri(2) (1= 27 + Ta(2)(1 = B271)| = 140527 40,0522
H(z)=S1(2)1 =2+ 27 'Ry (2)(1 — 271 +3.1(1 — 0527 )27 =1+ 0.527 +0.05272

H(E) =851 -2+ 2 Ri(z)(1—2) =1-26"41.6:2=(1—2"1)(1—16271)
donc Sy(z) =1 et Ry(z) = —1.6

. Vérifier que l'erreur permanente entre Y et Y, est nulle pour une entrée en échelon et ce, y compris pour

une perturbation P(z) en échelon.



